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Aufgabe 1. Es seien a und 3 reelle Zahlen mit f # 0. Man bestimme alle Funktionen f: R — R,
sodass

flaf(z)+ f(y)) = Bz + f(y)

fiir alle reellen x und y gilt.
(Walther Janous)

Antwort. Die Funktionalgleichung besitzt nur fiir o« = § Losungen, und zwar
e fiir « = f = —1 die Funktionen f(z) =+ C mit C € R und

e fiir « = # 0, —1 die Funktion f(z) = =.

Lisung 1. Wir stellen zuerst fest, dass die Funktion f injektiv ist, denn fir a,b € R mit f(a) = f(b)
sehen wir, dass die Gleichung fiir x = @ und x = b dieselbe linke Seite hat. Somit sind die rechten Seiten
gleich und aus fa = pb folgt wegen [ # 0 sofort a = b wie gewiinscht.

Wir setzen nun in der Gleichung = = 0, entfernen wegen der Injektivitit das dufsere f und erhalten
f(y) = y + C fiir eine Konstante C.

Einsetzen in die urspriingliche Gleichung ergibt

ar+y+aC+20=0r+y+C

fir alle z,y € R. Das ist dquivalent zu a =  (Koeffizient von z) und (1 + a)C = 0 (konstanter
Koeffizient).

Somit gibt es keine Losungen fiir a # £ und fir a = 0. Fiir o = g ¢ {0, —1} erhélt man C' = 0 und
damit die Losung f(x) = = und fiir « = f = —1. erhélt man f(x) = x + C fiir eine beliebige Konstante
C.

(Theresia Eisenkdlbl) O

Lésung 2. Sei im Weiteren C' = f(0). Fiir y = x erhalten wir

flla+1)f(x)) =P+ f(z). (%)
e Fiir o = —1 ergibt sich daraus f(0) = fz + f(x), d.h. f(z) = C — Bz, x € R. Mithilfe der Probe

erhalten wir einerseits

f(fy) = f(x) = f(Bxr — By) = C = Bz + 8%
und andererseits
Br+ f(y) = C+ Bz — Py.
Folglich muss
(8% + Bz = (B2 + By

fiir alle reellen Zahlen x und y gelten. Deshalb ergibt sich 52 + 3 = 0, d.h. 3 = —1, mit den
Losungsfunktionen f(z) = C' 4+ z, x € R, wobei C' eine beliebige reelle Zahl ist..



e Fiir v # —1 liefert (x) fiir z = 0, dass
fla+1)C)=C. ()
Wir ersetzen nun in (%) « durch (a+ 1) f(x) und erhalten

flla+ D f((e+1)f(2)) = Bla+ 1) f(2) + f((a+ 1) f(2)),
d.h. (mit Hilfe von (x))

fla+1)(Bx + f(z)) = Bla+1)f(x) + Bz + f(z).
Mit x = 0 folgt daraus
flla+1)C) =pa+1)C+C.

Wegen (%) gilt deshalb C' = g(a+1)C'+C , also f(a+1)C = 0, und damit C' = 0, d.h. f(0) = 0.
Fiir y = 0 folgt damit aus unserer Funktionalgleichung

flaf(x)) = px. (% * )

Fir a = 0 ergdbe sich Sz = 0, x € R, was aber auf § = 0 fithren wiirde. Deshalb muss a # 0
sein. Aus (x % x) folgt aber, dass f sowohl injektiv als auch surjektiv, also bijektiv ist. Unsere
Funktionalgleichung lautet fiir x = 0 und alle y € R

f(fW) = fy).

Daraus folgt f(y) = y, y € R. SchlieRlich fiihrt die Probe wegen f(af(z) + f(y)) = ax + y und
fx+ f(y) = fxr+y zu ax = Bz, r € R, also @ = . Das bedeutet: Fiir « = 8 # 0, —1 haben wir
f(z) =z, x € R, als Losungsfunktion.

Zusammenfassung: Unsere Funktionalgleichung besitzt nur fiir « = § Lésungen, und zwar

e fiir « = = —1 die Funktionen f(z) = 2+ C mit C € R und
e fiir a = #0,—1 die Funktion f(z) = x.
(Walther Janous) [

Lésung 8. Setzt man y = 0, so sieht man wegen 8 # 0, dass f surjektiv ist. Daher kann man f(y) durch
z € R ersetzen und erhélt

flaf(z) +z) = fr+ 2
fir z € R. Ersetzt man noch z durch 0 und z durch z — af(0), so erhdlt man f(z) = z — af(0), also

f(2) = z + C fiir eine Konstante C' und z € R. Weiter wie in den anderen Losungen.
(Clemens Heuberger) [

Aufgabe 2. Es sei h ein Halbkreis tiber der Strecke AB. Die zwei Kreise ki und ko, ki # ks, bertiihren
die Strecke AB in den Punkten C bzw. D sowie den Halbkreis h von innen in den Punkten E bzw. F.

Man beweise, dass die vier Punkte C', D, E und F auf einem Kreis liegen.
(Walther Janous)

Lésung 1. Wir betrachten zunéchst den Fall, dass C und D beide nicht der Mittelpunkt von AB sind,
sodass die Tangenten in C' und D beide nicht parallel zu AB sind.

Die Tangente in E schneide AB in X, die Tangente in F’ schneide AB in Y und die beiden Tangenten
schneiden einander in Z. Es sei nun [ der Schnittpunkt der Winkelsymmetralen von < XY Z und <ZXY'.
Da die Tangentenabschnitte XC' und X E an k; gleichlang sind und C, F auf den Schenkeln des Winkels
S Z XY liegen, sind C' und E von [ gleichweit entfernt.

Analog gilt das fiir D und F' mit dem Kreis ks sowie E und F' mit dem Halbkreis h.

Damit liegen die vier Punkte auf einem Kreis mit Mittelpunkt 7.
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Y D B X

Im verbleibenden Spezialfall, dass etwa k; durch den Mittelpunkt von AB geht. konnen wir noch
immer Y als Schnittpunkt der Tangente in F' mit AB sowie Z als Schnittpunkt der Tangenten in F
und F' definieren. Wir definieren I als Schnittpunkt der Winkelsymmetralen von <<ZY D und < EZY .
Es gilt daher, dass I denselben Abstand zu DY und Y Z hat, sowie denselben Abstand zu FZ und Y Z
hat. Damit hat I auch denselben Abstand zu den parallelen Geraden DY und EZ. Somit liegt I auf
der Streckensymmetrale von C'E und es gilt wie gewiinscht IC' = I E.

(Theresia Eisenkdlbl) O

Losung 2. Es seien M der Mittelpunkt von h und M; und M, die Mittelpunkte der Kreise & bzw. ky. Da
die Kreise k1 und ko den Durchmesser AB von h in C' bzw. D beriihren, gilt <M;CA = <M;DA = 90°.
Nun sind die Dreiecke My EC', My DF und M F'E sicher gleichschenkelig, und es gilt somit < M,CFE =
LCOEM,, ZFDMy = <M>FD und ZEFM = <MEF. Wir erkennen somit im Viereck CDFE, dass
IDCE+ <EFD =3<DCM, + <M, CE + <EFM + <MyFD
=JIM;DC + <CEM, +<MEF + <F DM,
=JCEF +<xFDC

gilt, womit CDF'E ein Sehnenviereck ist.

Abbildung 1: Aufgabe 2, Losung 2

(Walther Janous) [

Lésung 3. Wir betrachten zuerst die zentrische Streckung im Beriihrpunkt F von k; mit h, die den Kreis
ky in den Kreis iiberfiithrt, dessen obere Halfte h ist. Da diese Streckung M; in M iiberfiihrt, und AB
die Tangente an k; in C ist, erkennt man, dass diese Streckung den Punkt C' in den Siidpol des grofsen
Kreises iiberfiihrt, also in den Punkt S, in dem die Tangente parallel zu AB ist.

Analog, ist dies auch der Fall fiir die zentrische Streckung aus F', die ks in den groften Kreis iiberfiihrt.
Wir sehen also, dass sich die Geraden EC und F'D in S schneiden.
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Nun sei P der Mittelpunkt von F'S. Da das Dreieck M SF' gleichschenkelig mit MS = MF ist, ist
das Dreieck M SP rechtwinkelig in P. Ebenso ist das Dreieck M.SD rechtwinkelig in M, und da diese
Dreiecke den Winkel in S gemein haben, sind sie dhnlich. Wir erhalten also

PS MS FS/2  MS 9
Vollkommen analog kénnen wir auch im Dreieck M ES zeigen, dass ES - CS = 2 - MS? gilt, womit wir
FS-DS =FES-CS erhalten.
Wir sehen, dass der Siidpol S dieselbe Potenz beziiglich der Punktepaare (C, F) und (D, F') hat,
womit das Viereck EC'DF' ein Sehnenviereck ist.
(Theresia Eisenkdlbl, Robert Geretschliger) O

Aufgabe 3. Sei n > 3 eine ganze Zahl. Ein Kreistanz ist ein Tanz, der nach folgender Vorschrift
durchgefiihrt wird: Am Boden werden entlang eines grofien Kreises n Punkte in gleichen Abstinden
markiert. Bei jedem dieser Punkte liegt ein Blatt Papier mit einem Pfeil, der entweder in oder gegen
den Uhrzeigersinn zeigt. Einer der Punkte ist mit ,Start” beschriftet. Der Tdnzer beginnt an diesem
Punkt. In jedem Schritt wechselt er zuerst die Richtung des Pfeiles, bei dem er steht, und geht dann zum
ndchsten Punkt in der neuen Pfeilrichtung.

a) Man zeige: Jeder Kreistanz besucht jeden Punkt unendlich oft.

b) Wie viele verschiedene Kreistinze gibt es? Zwei Kreistinze werden als gleich betrachtet, wenn sie
sich nur durch endlich viele Schritte zu Beginn unterscheiden und dann fiir immer dieselben Punkte
in derselben Reihenfolge besuchen. (Die gemeinsame Schrittfolge darf dabei in den beiden Tdnzen
zu verschiedenen Zeitpunkten beginnen.)

(Birgit Vera Schmidt)
Losung 1.

Lemma. Wenn vor einem Richtungswechsel genau & < n Schritte hintereinander in dieselbe
Richtung getanzt wurden, werden nach dem Richtungswechsel mindestens k& + 1 Schritte in die
andere Richtung getanzt.

Beweis. Beweis: Nachdem der Ténzer k Schritte in eine Richtung getanzt ist und nun die Richtung
wechselt, geht er zunéchst einen Schritt in die Gegenrichtung. Dann hat er aufgrund der k vorigen
Schritte k Pfeile vor sich, die im entgegenschauen, sodass er auf jeden Fall noch k weitere Schritte
in die Gegenrichtung macht. "



Das bedeutet, dass der Ténzer nach spétestens n Richtungswechseln n Schritte in dieselbe Richtung
tanzt. Somit betritt er mit dem n-ten Schritt das erste Feld dieser Schrittfolge, dreht den dortigen Pfeil
um und hat somit nur mehr n — 1 Pfeile vor sich, die ihm entgegenschauen, sodass er wieder nur n
Schritte in dieselbe Richtung machen kann.

Somit lauft ab dann jeder Tanz so ab, dass es einen ,Wendepunkt® gibt. Der Ténzer dreht von dort
eine ganze Runde im Uhrzeigersinn, dann eine ganze Runde gegen den Uhrzeigersinn, und so weiter.

Durch geeignete Wahl der Pfeilrichtungen zu Beginn kann jeder Punkt zum Wendepunkt werden, zum
Beispiel, indem beginnend beim Startpunkt und folgend gegen den Uhrzeigersinn bis zum gewiinschten
Wendepunkte alle Pfeile im Uhrzeigersinn sind und alle anderen gegen den Uhrzeigersinn.

Somit gibt es n verschiedene Ténze. Bei jedem davon wird jeder Punkt unendlich oft besucht.

(Birgit Vera Schmidt) [

Liosung 2. Teil a) allein kann auch wie folgt gezeigt werden: Nach Schubfachschluss gibt es mindestens
einen Punkt, der unendlich oft besucht wird. Angenommen, es gébe einen anderen Punkt, der nur endlich
oft besucht wird. Dann existieren auch irgendwo zwei benachbarte Punkte, von denen einer unendlich
oft und der andere endlich oft besucht wird. Das ist aber nicht moéglich, da der Tanzer den Punkt, der
unendlich oft besucht wird, immer abwechselnd in die beiden Richtungen verlésst, und daher auch beide
Nachbarpunkte unendlich oft besucht.

(Birgit Vera Schmidt) [

Aufgabe 4. Fine positive ganze Zahl heiffit méchtig, wenn in threr Primfaktorzerlequng alle Exponenten
> 2 sind.
Man beweise, dass es unendlich viele Paare mdchtiger aufeinanderfolgender positiver ganzer Zahlen
qibt.
(Walther Janous)

Lésung 1. Die Zahlen 8 = 23 und 9 = 32 bilden ein Paar aufeinanderfolgender michtiger Zahlen.

Wir zeigen nun, dass man zu jedem Paar (k, k+ 1) méchtiger positiver ganzer Zahlen ein neues Paar
finden kann, ndmlich das Paar (4k(k + 1), (2k + 1)?). Offensichtlich ist 4k(k + 1) + 1= (2k + 1)*>. Da k
und k + 1 méchtig sind, ist es auch das Produkt 4k(k + 1) = 22k(k + 1). Und ein Quadrat ist sicherlich
méchtig, also insbesondere (2k + 1)2. SchlieBlich ist 4k(k + 1) > k fiir positive ganze Zahlen k. Damit
gibt es unendlich viele Paare méchtiger aufeinanderfolgender positiver ganzer Zahlen.

(Walther Janous) O

Lésung 2. Wir betrachten die Pellsche Gleichung
? —8y* =1.

Jede Losung (x,y) mit positiven ganzen Zahlen fiihrt zu einem Paar méchtiger aufeinanderfolgender
Zahlen (8y?, x?).

Die Pellsche Gleichung hat offensichtlich die Losung (3, 1), was zum méchtigen Paar (8,9) fiihrt.

Wenn wir nun (z,,%,) € N? durch die Gleichung z, + v/8y, = (3 + v/8)" festlegen, gilt natiirlich
auch =, — 8y, = (3 — \/g)" und damit auch das Produkt

(a0 + V8Yn) (0 — V8y) = (3+V8)"(3 — V8)"

und damit
22 -8yt =(9-8)"=1.

Somit ist jedes Paar (8y2,x2) ein Paar méchtiger aufeinanderfolgender positiver ganzer Zahlen.
Diese Paare sind offensichtlich alle verschieden, sodass wir unendlich viele Losungen erhalten.

(Theresia Eisenkélbl) [



