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Aufgabe 1. Es sei a eine positive reelle Zahl. Man bestimme fiir dieses o die grifite reelle Zahl C
derart, dass fiir alle positiven reellen Zahlen x, y und z mit vy + yz + zx = « die Ungleichung

(450 B0+ 20 (G5

qilt. Wann qilt Gleichheit?
(Walther Janous)

Lésung 1. Wir setzen fiir o die Nebenbedingung ein, multiplizieren beide Seiten mit dem gemeinsamen
Nenner 229?22 > 0 und erhalten die #iquivalente Ungleichung

(2 + 2y + z2 +y2) () +yx + yz + 22) (2% + 20 + 2y + 2y) > Cay?z(2® + 2° 4 222).

Die Ungleichung ist nun homogen vom Grad 6, die Nebenbedingung also nicht mehr relevant. Jeder der
Faktoren lasst sich faktorisieren:

(z+y)(x+2)y+2)(y+2)(z+2)(z+y) > Cry’z(z + 2)°
Wir kiirzen (z + z)? > 0 und erhalten die dquivalente Ungleichung
(z+y)*(z+y)* > Cry’z.

Schétzt man jeden der beiden Faktoren links mit der arithmetisch-geometrischen Mittelungleichung ab,
so erhédlt man einen optimalen Wert von C' = 16, welcher fir x = y = z = \/«a/3 angenommen wird.
(Clemens Heuberger) [

Lésung 2. Wir ersetzen im ersten Schritt x, y und z durch X - /o, Y - \/a bzw. Z - /o, wobei X, Y
und Z positive reelle Zahlen mit XY +YZ + ZX =1 sind. Unsere Ungleichung lautet damit

(1+3) () (14 ) 20 (7 + 5+

Aus der Nebenbedingung ergibt sich Y = 1252 (samt XZ < 1) und damit

() (o) () 20 (Z+ 5 +2)

Wegen
(X+2)? XZ72+X*+2°+1 (X>+1)(Z2*+1)
(1-X2)2 (1—-X2)?  (1-X2)?

erhalten wir die dquivalente Ungleichung

1+

X2+1 (X2+1)(Z%+1) ZQ+1>C (X +2)?
X2 (1-X2)? AN Xz
d.h.
(X+ D22+ 1) (X +2)°
X2722(1-X2Z)? = Xz
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(1-X2)2X272

Wir multiplizieren beide Seiten mit X177

> 0 und erhalten die dquivalente Ungleichung

(X2 +1D)*(2% +1)°

X127 >C-XZ(1—-X2Z)°.

Deshalb miissen wir die groftte Zahl C' bestimmen, fiir die diese Ungleichung erfiillt ist.

Experimente mit einigen Zahlenpaaren (X, 7) fiihren zur Vermutung, dass C' = 16 die gesuchte
groftmogliche Zahl ist. Um dies zu beweisen setzen wir X Z = p? mit 0 < p < 1. Da alle Terme positiv
sind, konnen wir auf beiden Seiten die Wurzel ziehen und haben damit die dquivalente Ungleichung

(X2 +1)(Z22+1)

4-p(1 —p?
X+ 7 > 4-p(1—p7)

nachzuweisen, d.h. aber
X7?+ X+ 77 +1

>4-p(l—p?
X2 >4-p(1—p°),
also (X 22— 2XZ 41
P+ (X +2)% — - )
>4-p(1—
X2 >4-p(1—p),
was sich mit s := X + Z in der Form
1_22
s+%24~p(1—p2)

oder dquivalent
57 —dsp(1 —=p*) + (1 =p*)? >0

darstellen lasst.

Wir wissen, dass s > 2p. Wir nennen die Differenz D = s — 2p. Da es sich um ein quadratisches
Polynom in s handelt, handelt es sich auch um ein quadratisches Polynom D. Wir schreiben dieses an
und erhalten

s* —4sp(1 = p*) + (1 — p*)* = (s — 2p)> + 4p°(s — 2p) + (3p” — 1)
= D? +4p*D + (3p* — 1)

Wegen D = s—2p > 0 ist das immer groker oder gleich 0 mit Gleichheit genau fiir s = 2p und p = 1/+/3.
Daraus folgt X = Z = 1/4/3 und damit auch Y = 1/4/3. Fiir die Ausgangsungleichung tritt deshalb
genau fiir x = y = z = \/«/3 Gleichheit auf.

(Clemens Heuberger, Walther Janous) [

Léosung 2a. Wie in Losung [2| sollen wir zeigen, dass

(1—p°)?

> 4p(1 — p?)
S

s+
gilt.
Wir bemerken, dass wegen der arithmetisch-geometrischen Mittelungleichung X + Z > 2v X Z, d.h.
s > 2p, mit Gleichheit fir X = Z gilt.
Aufserdem ergibt sich mit der arithmetisch-geometrischen Mittelungleichung: Fiir die Funktion

f(s) :=s+ % gilt f(s) > 24/s- (li# = 2(1 — p?) mit Gleichheit fiir s = 1 — p?. Zudem ist f(s)

fiir s € [1 — p?, 00) streng monoton steigend, da fiir ¢ = 1 — p? die Gleichung

2 C2 1

fs) =) =5+ S —t =S = —(s—t)(st — )
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gilt.
Wegen
2(1 = p?) > 4p(1 = p*) <= p<1/2
ist f(s) > 4p(1 — p?) fiir 0 < p < 1/2 erfiillt.
Fiir p = 1/2 gilt zwar f(s) > 4p(1 — p?), aber der Gleichheitsfall kann wegen 1 — p? < 2p nicht
eintreten.
Es sei deshalb im Weiteren 1/2 < p < 1. Dann ist 2p > 1 — p? erfiillt. Damit ergibt sich aber

F(s) = f(2p), dh. f(s) > TF Wegen

(p* +1)?

% >dp(1—p?) <= Pp'—6p*+1>0 <= (3p*—1)>>0

mit Gleichheit genau fiir p = ﬁ haben wir die Ungleichung f(s) > 4p(1 — p?) nachgewiesen.

Gleichheit gilt genau dann wenn p = %2 und s = 2p, also X = Z = i und damit auch Y = ‘/?3,
gelten. Fiir die Ausgangsungleichung tritt deshalb genau fiirz =y =2 = \/_ Gleichheit auf.
(Walther Janous) O

Liosung 2b. Wie in den vorigen Losungen ist

(X2 4+ 1)%(22 + 1) 2
X127 >16XZ(1—-XZ)

fiir alle X, Z > 0 mit XZ < 1 zu zeigen. Aus der arithmetisch-geometrischen Mittelungleichung in zwei
Variablen folgt X?+1 = 2+ (X?+3) > 2\/§(X2 +3) = \/ - (X2 + 1) und analog dieselbe Ungleichung
mit Z statt X. Damit erhalten wir unter Verwendung der Ungleichung von Cauchy-Schwarz:

(X2+ D322 +1)2 > % : <X2 + %) (22 ) (X\[ \[ > X + Z2)%

Andererseits folgt aus der arithmetisch-geometrischen Mittelungleichung in drei Variablen:

2 9XZ+(1-XZ)+(1-XZ
- = + 3)+( ) > Xz = XZP.

Insgesamt gilt also wie gewiinscht

(C (22412 64 (2
3

3
>—=8-(2) >16XZ(1-XZ)*.
X+2z7 o7 ) z 16X 2( )
(Gerhard Kirchner) [

Aufgabe 2. Es sei ABC' ein Dreieck mit Inkreismittelpunkt I. Die Beriihrpunkte des Inkreises mit den
Seiten BC und AC seien D bzw. E. Der Schnittpunkt der Geraden AI und DE sei P. Die Mittelpunkte
der Seiten BC und AB seien M bzw. N.
Man beweise, dass die Punkte M, N und P auf einer Geraden liegen.
(Karl Czakler)

Lésung 1. Fiir den Fall AB = AC gilt, dass wegen D = M = P die Punkte M, N und P natiirlich auf
einer Geraden liegen. Wir betrachten nun den Fall AB > AC.

Wir bezeichnen die Winkel des Dreiecks in A, B und C wie iiblich mit «, 8 bzw. . Es gilt sicher
a+p ¥

—90° — =+
2 2’

4BDP = <CDE = 90° — % und  IBIP =




Abbildung 1: Aufgabe 2, Lésung

woraus folgt, dass BPDI ein Sehnenviereck ist, vgl. Abbildung[I} Es gilt somit </PB = <IDB = 90°,
und das Dreieck APB ist daher rechtwinkelig. Da N der Mittelpunkt der Hypotenuse ist, ist dies sein
Umkreismittelpunkt, und es gilt somit <BNP = 2 - <BAP = «a. Wir sehen, dass PN parallel zu
AC liegt, und da M N ebenfalls wegen der zentrischen Ahnlichkeit der Dreiecke ABC und NBM (mit
Zentrum in B und Faktor %) parallel zu AC' liegt, liegen die Punkte M, N and P wie behauptet auf
einer gemeinsamen (Geraden.
Der Fall AB < AC verlduft analog.
(Karl Czakler) O

Lésung 1a. Wir mochten zeigen, dass sich drei Geraden in einem Punkt schneiden. Dazu definieren wir
zwei Punkte als Schnittpunkte von jeweils zwei der Geraden und zeigen, dass diese beiden Schnittpunkte
zusammenfallen.

Es liegt nahe, als eines der Geradenpaare die Geraden DE und Al zu verwenden, da beide mit Hilfe
von [ definiert werden, das ergibt den Punkt P der Angabe. Da die Gerade DF die komplizierteste der
drei Geraden ist, liegt es nahe, als zweites Geradenpaar die Geraden Al und NM zu wahlen und deren
Schnittpunkt, den wir mit P’ bezeichnen, als erstes zu untersuchen, vgl. Abbildung [2| Bild 1.

In diesem Dreieck AP'N kennen wir aber die Winkel: Der Winkel bei A ist «/2, weil es sich um die
Winkelsymmetrale handelt, der Winkel bei P’ ist aber ebenfalls o/2, weil es sich um einen Parallelwinkel
zu LC Al handelt, da die Verbindung zweier Seitenmittelpunkte bekanntlich parallel zur dritten Seite
ist. Damit stellen wir fest, dass das Dreieck gleichschenkelig ist und AN = NP’ = N B gilt. Der Punkt
P’ liegt also auf dem Thaleskreis iiber AB und es gilt <AP'B = 90°.

Das ist eine gute Charakterisierung von P’ und es bleibt uns also jetzt nur noch zu zeigen, dass
auch P der Fufpunkt von B auf der Geraden AI ist. In der Zeichnung ohne die Gerade NM (siehe
Abbildung 2| Bild 2) fallen uns sofort die vielen rechten Winkel (inklusive des mutmaklichen bei P)
auf, die Sehnenvierecke bilden. Wir wollen also nur noch zeigen, dass I BPD ein Sehnenviereck ist. Wir
kennen aber mit gerichteten Winkeln zwischen Geraden (d.h. der Winkel, der notwendig ist, um die



A N B

Abbildung 2: Aufgabe 2, Losung

erste Gerade gegen den Uhrzeigersinn in die zweite zu drehen)
<(DB,DP)=<x(DC,DE) =90° — /2

und
I(IB,IP)=<(IB,IA) = x(IB,AB) + <(AB,IA) = 3/2 + /2 = 90° — v/2.

Damit ist /BPD ein Sehnenviereck und alles bewiesen.
(Theresia Eisenkélbl) O

Lésung 2. Alle Punkte der Angabe haben einfache baryzentrische Koordinaten beziiglich A, B, C:

Es gilt A =(1,0,0), I ~ (a,b,¢), D ~ (0,2,y), E ~ (2,0,2), wobeix =s—a,y=s—b,z=s—c¢
mit s = (a + b+ c)/2.

Fiir P = (p,q,r) gelten daher

x
r="p+2q,
z z
b
q=-r,
p+qg+r=1
Es gilt also nach Gleichung 2, dass
c
T = [—)q

Somit gilt nach Gleichung 1, dass

-1(-5)- (55D

Gleichung 3 multipliziert mit dem gemeinsamen Nenner bx wird somit zu

br =bx(p+q+r)=q(zc—by+bxr+ cx) = q(cb — by + bx) = q(bx + bx).

Also erhélt man ¢ = %,

Seitenmittelpunkte liegt.

was bedeutet, dass P wie gewiinscht auf der Verbindungsgeraden der beiden

(Theresia Eisenkolbl) [



Abbildung 3: Aufgabe 2, Lésung

Lésung 3. Wir bezeichnen die Winkel des Dreiecks in A, B und C wie {iblich mit «, 8 bzw. v und die
Dreiecksseite AB mit c. Sei N’ der Schnittpunkt der Parallelen zu AC durch P mit der Seite AB, vgl.
Abbildung [3

Wegen der rechten Winkel </ EC' = <CDI = 90° ist CEID ein Sehnenviereck. Daher gilt <DFEI =
<DCI = ~/2. Somit gilt auch <PEI = <DEI = ~/2. Wegen des rechten Winkels xAET = 90°,
JIAE = «/2 und der Winkelsumme im Dreieck AEP folgt, dass <EPA = (/2. Daher sind wegen
SPAE = <BAI = o/2 und < EFPA = <IBA = (3/2 die Dreiecke AEP und AIB ahnlich und es folgt

AP :c=AF : Al.

Aus dem rechtwinkeligen Dreieck AET erhalten wir AE : Al = cos(a/2). Da <xPN'B = cvund << N'AP =
a/2, muss auch XAPN' = a/2 gelten. Der Sinussatz im Dreieck AN'P ergibt

AP : AN' = sina : sin(a/2).
Aus sina = 2sin(«/2) cos(a/2) ergibt sich daraus
AP : AN' =2cos(a/2) = 2AP : ¢

und damit AN’ = ¢/2. Daher gilt N’ = N. Da M auf der Parallelen zu AC durch N liegt, sind N, P
und M kollinear.
(Clemens Heuberger) [

Lésung 3a. Wir bezeichnen den Beriihrpunkt des Inkreises mit der Seite AB mit F', vgl. Abbildung [4]
Wie in Losung [3| sehen wir, dass die Dreiecke AE'P und AIB dhnlich sind und daraus

AP :c= AFE: Al (1)

folgt.
Wir definieren N’ wie in Losung [3| als Schnittpunkt der Parallelen zu AC' durch P mit der Drei-
ecksseite AB. Die Winkel < PAC und <xAPN’ sind Parallelwinkel und damit gilt < APN' = < PAC =



A PN B
Abbildung 4: Aufgabe 2, Losung

a/2 = < N'AP. Daher ist das Dreieck AN'P dhnlich zum Dreieck FIFE (es gilt <FFEI = a/2 = <IFFE
wegen des Sehnenvierecks AFIFE). Daher gilt

AN': AP =FEI : EF. (2)
Schlieklich gilt im Sehnenviereck AFIFE
Al -EF =2-FEI - AF; (3)

dieser Spezialfall des Satzes von Ptoleméus ist wegen der rechten Winkel <XAET und </ F' A auch direkt
iiber die Fliache des Sehnenvierecks sichtbar.
Aus und erhalten wir explizite Ausdriicke fiir AP bzw. EF und konnen mit deren Hilfe aus
AN’ bestimmen:
1 c-AFE Al c
g . - —_ = . T = — =
ANT=AP-EL pp = Bl 5 prag ~ 7
Somit gilt N’ = N. Da M auf der Parallelen zu AC durch N liegt, sind N, P und M kollinear.
(Clemens Heuberger) [

Lésung 4. Wie in Losung [3] sehen wir, dass die Dreiecke AEP und AIB dhnlich sind. Die entsprechende
Drehstreckung mit Zentrum A fiihrt also £ in I und P in B iber. Deswegen existiert eine zweite
Drehstreckung mit Zentrum A, welche das Dreieck AET auf das Dreieck APB abbildet. Insbesondere
sind die Dreiecke AET und AP B zueinander dhnlich und somit die Winkel <<AET = <tAPB gleich grok.
Wegen S AET = 90° gilt also <APB = 90°. Weiter wie in Losung

(Josef Greilhuber, Stefan Leopoldseder) [

Lésung 5. Fir AB = AC gilt D = M = P, sodass M, N und P natiirlich auf einer Geraden liegen. Wir
nehmen daher an, dass AB # AC gilt.

Wir bezeichnen mit W den Schnittpunkt von Al und BC' (es gilt dann D # W). Nach dem Satz
von Menelaos im Dreieck AW C' gilt fiir die kollinearen Punkte E, D und P mit gerichteten Strecken,
wobei wir AB, BC', CA und AI als positiv betrachten:

AP WD CE
PW DC FEA
7

—1.




Daraus folgt
E:_CE.WD:_WD‘ )
PA EA DC EA
Die zu zeigende Behauptung ist nach dem Satz von Menelaos (Dreieck ABW, Punkte M, N, P)
aquivalent zu

AN BM WP
NB MW PA
Unter Verwendung von AN = NB und bleibt also zu zeigen, dass

—1.

BM WD )
MW EA

Mit den iiblichen Bezeichnungen a, b und c fiir die Dreiecksseiten und s = (a + b + ¢)/2 sowie w :=
BW = £ gilt

BM =2,
2
EA:S_QZWT—{
a 2ac—alb+c) alc—0)
M - I =
W=w-3 2(b+¢) 2b+c)
WD:S_b_w:a—l—c—b_ ac :(a+c—b)(b+c)—2ac:
2 b+c 2(b+c¢)
_ab—ac+02—62 _(e=b)(c+b—a)
 20+c) 20+

Daraus folgt unmittelbar.
(Gerhard Kirchner) O

Lésung 6. Wir verwenden den folgenden bekannten (und einfach zu zeigenden) Satz:

Theorem. Es seien g und ¢’ zwei Geraden mit Schnittpunkt S, sodass auf g die Punkte X, Y und
Z und auf ¢’ die Punkte X', Y" und Z’ liegen.
Es gilt: Die drei Geraden X X', YY’ und ZZ’ sind genau dann kollinear (bzw. parallel), wenn
fiir die Doppelverhéltnisse dv(S, X, Y, Z) = dv(S, X", Y, Z') gilt.
Sei nun oo der Fernpunkt auf der Gerade AC, das heift also, der Schnittpunkt von AC mit der
parallelen Gerade M N und sei W der Schnittpunkt von Al mit BC'
Es bleibt also nur zu zeigen, dass dv(C, A, E,00) = dv(C, W, D, M) gilt. Das ist analog zu

CE CDWM
AE  CM WD’
Die Tangentenabschnitte CE und C'D sind aber gleich. Wie in Losung p| kann man die Langen mit

den Seitenldngen a, b, ¢ ausdriicken, einsetzen und sieht, dass die Gleichung stimmt.
(Theresia Eisenkélbl) O

Lésung 7. Wir beweisen zuerst das folgende Lemma (vgl. Abbildung .

Lemma. Es gilt < APB = 90°.



L — L ,,B
Abbildung 5: Aufgabe 2, Lésung

Beweis. Es sei F' der Beriihrpunkt des Inkreises mit der Seite AB. Die Geraden AD, BE und C'F
schneiden sich im Gergonnepunkt, welcher mit G' bezeichnet sei. Der Schnittpunkt von DE mit
AB sei () und der Schnittpunkt von C'F' mit DFE sei X.

Durch Projektion von AB auf DE mit Zentrum G und anschliefend von DFE zuriick auf AB
mit Zentrum C' erhalten wir

dv(A,B,Q,F)=dv(D,E,Q,X) =dv(B,A,Q,F)=dv(A B,Q,F),

daher dv(A, B,Q, F') = —1. Somit sind auch die Geraden PA, PB, PQ) und PF harmonisch.
Weil P auf der Winkelsymmetrale von <FAF liegt, und FA = EF gilt, ist das Viereck
AFPFE ein Deltoid. Das heiftt, PA ist eine Winkelsymmetrale von PQ und PF, und weil PB
dazu harmonisch konjugiert ist, muss PB die andere Winkelsymmetrale sein. Wir erhalten wie
gewliinscht <APB = 90°. "
Andererseits gilt, dass A, N, B und der Fernpunkt der Gerade AB harmonisch liegen. Somit ist
wegen des rechten Winkels bei P jetzt auch PA die Winkelsymmetrale von PN und der Parallelen zu
AB durch P. Daraus ergibt sich aber, dass das Viereck, das von den Geraden AN, N P, der Parallelen
zu AB durch P und C'A gebildet wird, ein Deltoid mit zwei parallelen Seiten ist. Damit sind auch die

Seiten AC' und N P parallel, somit liegt P wie gewiinscht auf der Geraden M N.

(Theresia Eisenkolbl, Josef Greilhuber) [

Aufgabe 3. Alice und Bob beschliefien, eine 2018-stellige Zahl im Dezimalsystem ziffernweise von links
nach rechts festzulegen, wobei Alice beginnt und die beiden sich abwechseln. Dabei soll folgende Regel
gelten: Jede neu genannte Ziffer soll in einer anderen Restklasse modulo 3 liegen als die unmittelbar
davor genannte.
Da Bob die letzte Ziffer angeben darf, wettet er, dass es ithm gelingt, dass die Zahl am Ende durch 3
teilbar ist. Kann Alice das verhindern?
(Richard Henner)

Lésung 1. Bekanntlich ist jede Zahl kongruent zu ihrer Ziffernsumme im Dezimalsystem modulo 3. Es
reicht damit auch, alle Ziffern modulo 3 zu betrachten. Wir kénnen damit ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit annehmen, dass nur die Ziffern 1, 2 und 3 verwendet werden.

Im viertletzten Zug achtet Alice darauf, dass die Summe der bis dahin gewéhlten Ziffern danach
nicht durch 3 teilbar ist. Das ist moglich, da Alice zwei Optionen hat, die nicht beide zu Vielfachen von
3 fiihren konnen. Nach dem folgenden Zug von Bob hat die Ziffernsumme einen Rest x modulo 3, der
nicht der von Bob gewihlten Zahl entspricht, da die Ziffernsumme davor kein Vielfaches von 3 war.



Alice darf also im vorletzten Zug x wihlen, woraus sich eine Ziffernsumme kongruent zu 2z = —x
modulo 3 ergibt. Nun miisste Bob wieder « wihlen, um auf eine Ziffernsumme kongruent zu 0 (mod 3)
zu kommen. Das ist aber nicht erlaubt, sodass Bob sein Ziel nicht erreichen kann.

(Theresia Eisenkélbl) O

Lésung 1a. Etwas weniger elegant konnen wir die Aufgabe auch vom letzten Zug riickwérts gehend iiber
Gewinn- und Verlustpositionen nach relativ lehrbuchhaftem Schema einfach durchrechnen und erhalten
damit dieselbe Gewinnstrategie.

0O.B.d.A. betrachten wir Ziffern 0, 1 und 2 und méchten wie in der vorigen Losung eine Ziffernsumme
kongruent 0 modulo 3 erreichen.

Die Kurzschreibweise z(y) mit =, y € {0,1,2} bedeute ab jetzt ,die aktuelle Ziffernsumme ist z,
und derzeit verboten zu sagen ist y*. Wir modellieren das Spiel als Ziige auf einem Graphen mit den 9
moglichen so darstellbaren Situationen als Knoten und den erlaubten Ziigen dazwischen als gerichteten
Kanten, sieche Abbildung [6]

Abbildung 6: Aufgabe 3, Losung , Mogliche Ziige

Um am Spielende zur Ziffernsumme 0 modulo 3 zu gelangen, also zu einem der Knoten 0(0), 0(1)
oder 0(2), wiirde Bob seinen letzten Zug gerne in einem der folgenden Knoten starten:

e 0(1) oder 0(2), von wo er 0 wihlen darf,
e 1(0) oder 1(1), von wo er 2 wihlen darf, oder
e 2(0) oder 2(2), von wo er 1 wéhlen darf.

Um das zu verhindern, méchte Alice den vorletzten Zug also in einer der verbleibenden drei Situa-
tionen beenden, also in 0(0), 1(2) oder 2(1). Das kann sie erreichen, wenn sie den vorletzen Zug in einer
der folgenden Positionen beginnen darf:

e 0(1) oder 0(2), von wo sie 0 wihlen und zu 0(0) gehen kann,
e 1(0) oder 1(2), von wo sie 1 wihlen und zu 2(1) gehen kann, oder

e 2(0) oder 2(1), von wo sie 2 wihlen und zu 1(2) gehen kann.
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Im drittletzten Zug mochte Bob daher verhindern, Alice eine solche Situation zu iiberlassen, d.h. er
mochte seinen Zug in einer der drei iibrigen Positionen 0(0), 1(1) oder 2(2) beenden. Wenn er seinen
Zug in 0(1) beginnt, kann er zu 0(0) oder zu 2(2) gehen, wenn er in 0(2) beginnt, kann er zu 0(0)
oder zu 1(1) gehen, und wenn er seinen Zug in 0(0) beginnt, hat er die Wahl zwischen 1(1) oder 2(2).
(Anmerkung: In allen drei Féllen wiirde Bob bereits das Vorliegen von einem méglichen Zug ausreichen,
um zu gewinnen.) Alle anderen 6 moglichen Startpositionen, also alle der Form 1(x) und 2(z), sind fiir
Bob aber Verlustpositionen, weil wir im Graph leicht ablesen kénnen, dass jeweils beide méglichen Ziige
zu Gewinnpositionen fiir Alice fiihren.

Im viertletzten Zug mochte Alice daher einen Zug zu einer solchen Position, also einer mit Ziffern-
summe 1 oder 2 modulo 3, machen. Das ist ihr sicher moglich, da sie zwei Ziige zur Auswahl hat, und
nicht beide zu Ziffernsumme 0 fithren kénnen. Damit ist im viertletzten Zug jede mogliche Startposition
fiir Alice eine Gewinnposition, sie gewinnt daher das Spiel.

(Birgit Vera Schmidt) [

Lésung 2. O.B.d.A. nennen wir alle Ziffern der 2018-stelligen Zahl 0, 1 oder 2, also benennen sie mit
der Restklasse modulo 3, in der sie liegen. Bei Kongruenzen und Restklassen gilt im Folgenden immer
der Modul 3, wenn kein anderer Modul angegeben ist.

Lemma. Wenn fiir eine gerade Zahl k die bis dahin k-stellige Zahl nicht durch 3 teilbar ist, dann
gelingt es Alice, dass vier Runden spéter die bis dann (k + 4)-stellige Zahl auch nicht durch 3
teilbar ist.

Beweis. Wir definieren Zahlen X und Y folgendermaken: {X,Y} = {1,2}, also X # 0, Y # 0,
X#Yund X +Y =0.Danngilt X+ X =Y und Y +Y = X.

(a) Wenn an der Stelle k die Zahl 0 steht und die k-stellige Zahl (0BdA) in der Restklasse X
liegt, gibt Alice fiir die Stelle k + 1 die Zahl X an und Bob antwortet entweder mit 0 oder
mit Y.

i. Antwortet Bob mit 0, so ist die (k + 2)-stellige Zahl in der Restklasse Y. Gibt nun Alice
fiir die Stelle k + 3 die Ziffer Y an, so liegt die (k + 3)-stellige Zahl in der Restklasse X,
und, damit die (k + 4)-stellige Zahl durch 3 teilbar ist, miisste Bob fiir die Stelle k + 4
die Ziffer Y angeben, was er aber nicht darf.

ii. Antwortet Bob mit Y, so ist die (k + 2)-stellige Zahl in der Restklasse X. Gibt nun Alice
fiir die Stelle k + 3 die Ziffer X an, so liegt die (k + 3)-stellige Zahl in der Restklasse Y,
und, damit die (k + 4)-stellige Zahl durch 3 teilbar ist, miisste Bob fiir die Stelle k 4 4
die Ziffer X angeben, was er aber nicht darf.

(b) Wenn an der Stelle k eine Zahl # 0 steht und die k-stellige Zahl (0BdA) in der Restklasse X
liegt, gibt Alice fiir die Stelle k£ + 1 die Zahl 0 an und Bob antwortet entweder mit X oder
mit Y.

i. Antwortet Bob mit X, so gibt Alice fiir die Stelle k& 4 3 die Zahl Y an. Damit liegt die
Ziffernsumme der (k + 3)-stelligen Zahl wieder in der Restklasse X und Bob miisste mit
Y antworten, was er aber nicht darf.

ii. Antwortet Bob mit Y, so gibt Alice fiir die Stelle k£ + 3 die Zahl 0 an. Die Ziffernsumme
der (k + 3)-stelligen Zahl liegt in der Restklasse 0 und Bob miisste mit 0 antworten, was
er aber nicht darf.

In allen Fallen erreicht also Alice, dass die (k+4)-stellige Zahl auch nicht durch 3 teilbar ist. =

Wenn Alice mit 0 beginnt, kann Bob nur mit 1 oder 2 antworten, und die 2-stellige Teilzahl ist

sicher nicht durch 3 teilbar. Da 2018 in der Restklasse 2 modulo 4 liegt, kann Alice mithilfe des obigen

Hilfssatzes erreichen, dass die 6-stellige, die 10-stellige, ... die 2018-stellige Zahl nicht durch 3 teilbar
ist.

(Richard Henner) [
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Lésung 2a. Wie in den vorherigen Losungen betrachten wir 0.B.d.A. nur Ziffern aus {0,1,—1} und
beachten, dass im Dezimalsystem jede Zahl kongruent zu ihrer Ziffernsumme modulo 3 ist.

Wir modellieren das Spiel durch einen Weg in einem gerichteten Graphen. Der Weg beginnt in
einem Anfangsknoten I. Wenn nach k Schritten die bisherige Ziffernsumme kongruent zu s und die
letzte gewihlte Ziffer z ist und als ndchste r Spieler in S an der Reihe ist, so entspricht das dem
Knoten (s, z,5). Es gibt genau dann eine gerichtete Kante von (s, z,.S) nach (¢',2,5"), wenn S # 5,
2/ € {0,1,—1} mit 2’ # z und & = s+ 2’ (mod 3) gilt; weiters gibt es die Kanten von I nach (z, z, B)
fiir alle z € {0,1, —1}. Weiters ist der Knoten (s, z, S) dquivalent zum Knoten (—s, —z, S), weil man bis
dahin einfach alle Vorzeichen umkehren kann.

Das ergibt den gerichteten Graphen in Abbildung

_ 0
11B ] @— 00B

Abbildung 7: Aufgabe 3, Losung , Mogliche Ziige

Wir wihlen nun fiir jeden Knoten (s, z, A) eine ausgehende Kante aus. Das ergibt den Teilgraphen
in Abbildung [8 Man sieht leicht, dass jeder Pfad der Linge = 2 (mod 4) in einem der Knoten (1,1, A),
(1,—1, A) oder (1,0, A) endet, also die entstehende Zahl nicht durch 3 teilbar ist.
(Clemens Heuberger) [
Aufgabe 4. Es sei M eine Menge von positiven ganzen Zahlen mit den folgenden drei Eigenschaften:
(1) 2018 € M.
(2) Wenn m € M, dann sind auch alle positiven Teiler von m FElemente von M.
(3) Fiir alle Elemente k, m € M mit 1 < k <m ist auch km + 1 ein Element von M.
Man beweise, dass M = Z>y gilt.
(Walther Janous)

Lésung 1. Unter https://www.oemo.at/OeMO /Downloads/datei/420/download ist eine App verfiigbar,
mit der man kleine Falle durchspielen kann.
Wir beweisen zundchst zwei Lemmata.
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Abbildung 8: Aufgabe 3, Losung . Teilgraph mit Strategie von A

Lemma. Seim € M und m weder 1, noch prim noch Quadrat einer Primzahl. Dann gilt m+1 € M.

Beweis. Sei p der kleinste Primfaktor von m und @ = m/p. Aufgrund der Voraussetzungen an m
und der Wahl von p gilt a > p. Nach der zweiten Eigenschaft sind p und a beide Elemente von M,
daher nach der dritten Eigenschaft auch m 4+ 1 = pa + 1. "

Lemma. Sei ¢ > 1. Dann gilt
{1,2,...,0} C M.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach ¢. Da 2018 = 2- 1009, 2019 = 3-673
und 2020 =4 -5- 101 und 2018 € M laut Angabe, folgt aus dem ersten Lemma, dass auch 2019
und 2020 Elemente von M sind. Nach der zweiten Eigenschaft folgt dann

{1,2,3,4,5} C M.

Damit ist der Induktionsanfang erbracht.

Wir nehmen nun an, dass fiir ein £ > 5 die Menge {1,2,..., ¢} eine Teilmenge von M ist. Falls
¢ gerade ist, so folgt wegen ¢ > 5, dass ¢ weder eine Primzahl noch Quadrat einer Primzahl ist
und daher nach dem ersten Lemma ¢ + 1 € M gilt.

Falls ¢ > 5 ungerade ist, so gilt 3 < “Tl < ¢: Durch Multiplikation mit 2 und Subtraktion von
1 bzw. /¢ ist das dquivalent zu 5 < ¢ bzw. 1 < {. Daher sind 2 und e+71 € M und nach der dritten
Eigenschaft auch 2 - “Tl +1=/¢+2¢€ M. Da damit ¢ und ¢ + 2 € M, folgt nach der dritten
Eigenschaft /(¢ +2) + 1= (¢ + 1)> € M. Nach der zweiten Eigenschaft folgt auch /+1€ M. =
Aus dem zweiten Lemma folgt Z>y; C M, aus der Angabe folgt M C Zs;. Damit ist M = Z>,

bewiesen.

(Clemens Heuberger, Walther Janous) [

Léosung 1a. Wir zeigen zunéchst, dass 1, 2, 3, 4, 5 in M sind:

Die Zahlen 1, 2 und 1009 sind als Teiler von 2018 in M. Damit ist auch 2019 = 2-1009 + 1 und der
Teiler 3 von 2019 in M. Weiters erhalten wir 7=2-341 und 15 =2-7+ 1 und damit den Teiler 5 von
15. Mit 16 = 3 - 5 + 1 erhalten wir dann noch den Teiler 4.

Wir zeigen jetzt mit Induktion, dass {1,2,...,2k — 1} fiir £k > 1 in M ist.

Bis k = 3 ist das schon bewiesen. Sei die Behauptung nun richtig fiir ein £ > 3, dann miissen wir
nur iiberpriifen, dass 2k und 2k + 1 auch in M sind.
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Es gilt aber natiirlich 2k +1 =2 -k 4 1 und das ist wegen k > 3 in M. Weiters ist aber dann auch
(2k)* = (2k — 1)(2k + 1) + 1 und damit auch der Teiler 2k in M.
Damit ist der Induktionsbeweis erbracht und daraus folgt, dass M alle positiven ganzen Zahlen
enthélt.
(Theresia Eisenkélbl) O

Lésung 2. Wir iiberpriifen zunéchst, dass 1, 2 und 3 in M sind: Die Zahlen 1, 2 und 1009 sind als Teiler
von 2018 in M. Damit ist auch 2019 = 2 - 1009 + 1 und der Teiler 3 von 2019 in M.

Wir zeigen jetzt per Induktion, dass 2" — 1 fiir n > 1 in M liegt: Der Induktionsanfang ist natiirlich
erfiillt und es gilt ab 2" —1 > 1, dass 2- (2" — 1) +1 = 2" — 1 wieder in M liegt wie gewiinscht.

Fiir jede ungerade positive Zahl m gibt es aber (z.B. nach dem Satz von Euler-Fermat) einen
Exponenten n, sodass 2" = 1 (mod m) ist, da 2 ja teilerfremd zu m ist. Damit ist auch m als Teiler von
2" — 1 in der Menge M.

Damit enthélt M alle ungeraden positiven ganzen Zahlen.

Sei nun m eine gerade positive Zahl. Wir betrachten die arithmetische Folge 2m—1,4m—1,6m—1,....
Die enthélt nicht nur Primzahlen, da sie immer wieder durch jede (ungerade) Primzahl teilbar ist, die m
nicht teilt (die Kongruenz 2ma =1 (mod p) hat fiir Primzahlen p mit p { 2m unendlich viele Lésungen
a). Dariiberhinaus enthilt sie auch keine Quadratzahlen, da 2am = 1 + d*> modulo 4 keine Lisung hat.
Also gibt es ein a mit 2am = kd + 1 und 1 < k < d ungerade. Damit ist 2am in M und damit auch der
Teiler m.

Also enthélt M alle positiven ganzen Zahlen.

Bemerkung. Natiirlich kann man im 2. Teil wie in Losung (1] fiir gerades m argumentieren, dass m — 1
und m + 1 und daher auch m? = (m — 1)(m + 1) + 1 in M sind, woraus wieder m € M folgt und ist
damit sofort fertig.

(Theresia Eisenkélbl) O

Lésung 3. Wir erhalten wie in den friitheren Losungen leicht, dass M die Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6 und 10
enthdlt (zum Beispiel 10 als Teiler von 2020).
Wir nehmen nun an, dass die Behauptung nicht stimmt, und wollen einen Widerspruch erhalten.
Es sei daher x die kleinste positive ganze Zahl, die nicht in der Menge M ist (wir wissen bereits, dass
x > 6 gilt).

Lemma. Fiir x > 6 gilt ¢(z) > 2.

Beweis. Es gilt fiir x = lex p,, dass o(x) = HW; (p* —p*1).

Wenn z durch eine Primzahl > 5 geteilt wird, so ist bereits der zugehdrige Faktor > 3. Falls «
durch 9 geteilt wird, so ist der zugehorige Faktor > 9 — 3 = 6 und falls x durch 8 geteilt wird, so
ist der zugehorige Faktor > 8 — 4 = 4. Es verbleiben also nur mehr der Fall 12, fiir den ¢(12) =4
gilt. m

Wir behandeln zunéchst den Fall 3 | x:

Da es also mindestens drei Zahlen kleiner als x gibt, die zu x teilerfremd sind, kénnen wir ein k
wéhlen, dass teilerfremd zu z ist und fiir das 1 < k < x — 1 gilt. Sei nun m der negative inverse Rest zu
k modulo x. Da k # £1 (mod x) ist, gilt das auch fiir m. Daher sind sowohl k wie auch m in der Menge
M und beide sind ungleich 1. Wenn k = m gilt, dann gilt 3 | z | k> + 1. Das ist aber unméglich, da ein
Quadrat niemals den Rest —1 modulo 3 hat. Damit ist also km + 1 in M und damit auch der Teiler z,
was den gewiinschten Widerspruch ergibt.

Es verbleibt der Fall 3 { . In dem Fall kann man aber in der obigen Konstruktion k£ = 3 als
teilerfremde Zahl mit 1 < k < z — 1 wiihlen und das einzige mogliche Problem tritt fiir z | 32 +1 = 10
auf.

Wir haben aber zu Beginn bereits festgestellt, dass alle Teiler von 10 bereits in M liegen. Daher gibt
es kein kleinstes x, das nicht in M liegt und alles ist bewiesen.

(Theresia Eisenkdlbl, Clemens Heuberger, Veronika Schreitter) [
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Léosung 3a. Wir nehmen an, dass die Behauptung nicht stimmt, und wollen einen Widerspruch erhalten.

Es sei daher x die kleinste positive ganze Zahl, die nicht in der Menge M ist. Weiters sei (py) die
vollstédndige Folge der Primzahlen in streng monoton wachsender Anordnung und m die gréfste natiirliche
Zahl, sodass

gilt.

Lemma. Fir z mit m >4 gilt > p2,_, + 1.

Beweis. Fiir m = 4 iiberpriifen wir das direkt: x > 2-3-5-7 =210 > 122 = 112 + 1.
Fir m > 5 gehen wir folgendermafen vor: Es gilt nach dem Bertrandschen Postulat, dass

Pm+1 S 2pm
Pm S 2pm—1

und daherp?nHle <4p? + 1< 8pm1Pm +1<2-3-5 - pp_1pm < T. n
Wir versuchen nun fiir m > 4, Vielfache von x der Form kp,,, 1141 zu finden, sodass k£ und p,, 1 schon
in M sind, voneinander verschieden sind und verschieden von 1 sind, um den gewiinschten Widerspruch
zu bekommen.
Dazu betrachten wir also die Kongruenz

kpmi1 = -1 (mod z).

Da die Primzahl p,,,; die Zahl x nach Konstruktion nicht teilt, ist sie teilerfremd zu x und somit
gibt es eine Losung k mit 0 < k < z. Offensichtlich gilt £ # 0. Falls & = 1, so folgt « | pyi1 + 1, was
einen Widerspruch zu p? ., + 1 < z ergibt. Aus demselben Grund ist auch k& = p,,,11 unmoglich. Wegen
Pm+1 < x und k < z folgen p,, 11, k € M und daher auch kp,,.1 +1 € M. Da z diese Zahl teilt, ist es
also auch in M, ein Widerspruch zur Definition von x.

Fiir m = 3 stellen wir fest, dass wegen pipaps =2-3-5 =30 > 8 = py + 1 schon einmal z { p,, 41 + 1
gilt. Offensichtlich kann aber auch kein Vielfaches von 30 die Zahl p? + 1 = 50 teilen. Damit erhalten
wir mit der obigen Konstruktion wieder einen Widerspruch.

Fiir m = 2 gilt wieder, dass Vielfache von p;p; = 2 -3 = 6 nicht die Zahl p3 + 1 = 26 teilen konnen.
Damit ein Vielfaches von pypy die Zahl p3 + 1 = 6 teilt, muss schon x = 6 gelten. Fiir x = 6 kénnen wir
aber wie in fritheren Losungen iiberpriifen, dass x € M gilt. Somit ergibt die obige Konstruktion wieder
einen Widerspruch.

Fiir m = 1 miissen wir den Fall ausschliefsen, dass ein Vielfaches von 2 die Zahl ps +1 = 4 oder
p3 + 1 = 10 teilt. Wir miissen also nur noch einzeln iiberpriifen, dass 2, 4 und 10 in M sind. Das gelingt
aber dhnlich zu den vorigen Losungen.

Fiir m = 0 ist p,,;1 = 2 und wir miissen nur die Fillex <2, 2 |2+ 1=3und z | 22+ 1, also z = 1,
x =3 und x = 5 wie in den vorigen Losungen einzeln iiberpriifen.

(Theresia Eisenkolbl, Clemens Heuberger, Veronika Schreitter) [

Losung 4.
Lemma. Sei k € M mit k > 1. Dann gilt auch £ — 1 in M.

Beweis. Sei x = k — 1. Insbesondere gilt k =1 (mod z).
Wihle m # 1 € M mit m # k und setze my = m. Sei weiters y die Zahl mit 0 < y < z und
m = —y (mod x). Wir setzen nun
mji+1 :k:mj—i—l

Es gilt also m;41 = m;+1 (mod z) und somit m, =0 (mod x). Weiters gilt fiir 1 < j <y, dass
m; = —y+j#1 (mod z), also m; # k und m; # 1. Fiir my gilt das bereits nach Voraussetzung.
Behauptung: Es gilt m; € M fiir 0 <j <uy.
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Beweis der Behauptung: Fiir 7 = 0 gilt das nach Konstruktion. Mit Induktion sieht man nun,

dass aus m; € M auch mj1; = k-m; +1 € M folgt, da zusétzlich m; # 1, k € M, k # 1 und

Damit ist aber m, € M und damit auch dessen Teiler x. "

Da also fiir jede Zahl in M auch alle kleineren positiven ganzen Zahlen in M sind, bleibt nur noch zu

zeigen, dass M beliebig grofe Zahlen enthilt. Das ist aber natiirlich richtig, weil man immer die beiden

grofsten bereits bekannten Zahlen in M als k und m wéahlen kann und so eine noch gréfsere Zahl km + 1
in M erhélt. Daher ist also wirklich M = Z>,.

(Jakob de Raaij, Theresia Eisenkdlbl, Clemens Heuberger) [
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