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Aufgabe 1. Man zeige, dass fiir alle reellen Zahlen x und y mit x > —1 und y > —1 sowie x +y =1
die Ungleichung
x N Yy
y+1 x+1

2
> Z
-3

gilt. Wann gilt Gleichheit?
(Walther Janous)

Lésung 1. Alle linksseitigen Nenner sind positiv. Die gegebene Ungleichung ist daher dquivalent zu

?+r+yi+y 22
ry+ax+y+1 =3
2yt 12
Ty + 2 3

322 +3y°+3> 20y +4

(x —y)* +22° + 20> > 1.

v

Mit 1 = (z +y)? = 22 + 22y + y? ist diese Ungleichung dquivalent zu
(z—y)P+2°—2zy+y*" >0 < 2@x—y)*>0

mit Gleichheit genau fiir x = y, d.h., wegen x +y = 1 genau fiir x =y = %

(Walther Janous) [

Lésung 2. Wir setzen die Nebenbedingung y = 1 —z ein und miissen die folgende Ungleichung beweisen:

T +1—x 2
2—x x+1 3

. : : x _ x—2 2 2 -z _ —1—x 2 2
Wir nutzen die Gleichungen ;% = 7== 4 3= = —1 + 3=_ und analog = = —* + ;75 = -1+ 5.
Die Ungleichung ist also dquivalent zu

n S 2 1 N 1 S 4
2—x r+173 2—z x+4+17 3

Wegen der Voraussetzungen, dass + > —1 und y > —1, sind beide Nenner positiv,da2 —z =14y >0
und x + 1 > 0. Also kénnen wir mit dem Hauptnenner 3 - (2 — z) - (1 + 2) multiplizieren, ohne dass das
Ungleichheitszeichen umgedreht wird. Die Ungleichung ist also dquivalent zu

3-(r+1)+3-2—2)>4-2—2)-(14+12) <<= 42°—42+1>0.

Die letzte Ungleichung ist fiquivalent zu (22 — 1)®> > 0. Damit ist auch die urspriingliche Ungleichung
1

gezeigt mit Gleichheit fir z = % und y =1—-z=3.

(Lukas Donner) [



Lésung 3. Alle Nenner sind positiv. Die gegebene Ungleichung ist daher dquivalent zu
32 +a+y* +y) 2 2(zy +a+y+ 1)

Mit z 4+ y = 1 folgt
3+ y*+1) > 2(zy +2).

Es gilt (z +y)? = 2% +y* + 22y = 1 und daher 2? +y? = 1 — 2xy. Setzt man das oben ein, so erhélt man
3(1—2zy+1) > 22y +4,

also
2>8xy bzw. 1—4xy>0.

Mit (x4 y)? = 1 folgt
1 —doy =2+ 20y +y* —day = (x —y)* >0

und die Ungleichung ist bewiesen. Gleichheit gilt fiir z = y, d.h., wegen z +y = 1 genau fiir x =y = %
(Karl Czakler) O

Aufgabe 2. Gegeben sind ein rechteckiges Spielfeld der Grofie 13 x 2 und beliebig viele Dominosteine der
Grifen 2 x 1 und 3 x 1. Das Spielfeld soll mit solchen Dominosteinen liickenlos und ohne Uberlappung
tberdeckt werden, wobei kein Dominostein diber das Spuelfeld hinausragen darf. Weiters miissen alle
Dominosteine gleich ausgerichtet sein, d. h. thre langen Seiten miissen parallel zueinander liegen.

Wie viele derartige Uberdeckungen sind maglich?

(Walther Janous)
Antwort. Es sind 257 Uberdeckungen moglich.

Lésung. Wir nehmen der terminologischen Einfachheit halber an, dass die ldngere Seite des Spielfelds
waagrecht liegt.
Werden die léngeren Seiten der Dominosteine parallel zur kurzen Seite des Spielfeldes nebeneinander
auf das Spielfeld gelegt, so kénnen nur solche der Grofse 2 x 1 verwendet werden und alle Steine miissen
senkrecht gelegt werden. Fiir diese Uberdeckung gibt es genau eine Moglichkeit.
Werden die ldngeren Seiten der Dominosteine parallel zur langen Seite des Spielfeldes nebeneinander
auf das Spielfeld gelegt, so miissen alle Spielsteine waagrecht gelegt werden. Es seien x bzw. y die
jeweilige Anzahl der Dominosteine der Gréfe 2 x 1 bzw. 3 x 1, die fiir die Uberdeckung einer Zeile des
Spielfelds verwendet werden. Dann muss 2x+ 3y = 13 gelten. Man findet sofort als einzige nicht-negative
Losungen dieser diophantischen Gleichung die Werte = 2 und y = 3 bzw. x = 5 und y = 1. Man
kann also fiir jede Zeile des Spielfelds entweder 2 + 3 = 5 oder 5 + 1 = 6 Dominosteine verwenden.
Unterschiedliche Uberdeckungen der Zeile entstehen nun durch die unterschiedlichen Reihenfolgen, in
denen die 2 x 1- bzw. 3 x 1-Dominosteine auf dem Spielfeld liegen. Die Anzahl dieser Reihenfolgen
entspricht im ersten Fall der Anzahl der Mdoglichkeiten, aus den 5 mdéglichen Positionen 2 fiir die 2 x 1-
Dominosteine auszuwahlen, somit (g) = 10. Analog gibt es im zweiten Fall (g) = 6 Moglichkeiten, um die
fiinf 2 x 1- Dominosteine auf die 6 Positionen zu verteilen. In Summe gibt es also 16 Moglichkeiten pro
Zeile. Da die Uberdeckungen in den zwei Zeilen unabhéingig voneinander vorgenommen werden koénnen,
erhalten wir 162 = 256 mogliche Uberdeckungen fiir beide Zeilen.
Insgesamt sind also 1 + 256 = 257 Uberdeckungen moglich.

(Reinhard Razen) [

Aufgabe 3. Uber der Strecke AB mit Mittelpunkt M wird ein Halbkreis errichtet. Sei P ein von A
und B verschiedener Punkt auf dem Halbkreis und ) der Halbierungspunkt des Kreisbogens AP. Der
Schnittpunkt der Geraden BP mit der Parallelen zu PQ) durch M sei S.
Man zeige, dass PM = PS gilt.
(Karl Czakler)



Lésung 1. Da @) der Halbierungspunkt des Kreisbogens AP ist, steht M) normal auf die zugehorige
Sehne AP. Da mit dem Satz von Thales auch die Gerade BP normal auf AP steht, folgt, dass die
Geraden M@ und BP zueinander parallel sind.

Da weiters nach Voraussetzung M S und P(Q) zueinander parallel sind, ist daher das Viereck M SPQ
ein Parallelogramm. Es gilt daher PS = QM = PM (denn QM, PM sind Kreisradien) und alles ist
gezeigt.

Q

Abbildung 1: Aufgabe 3, Losung 1

(Karl Czakler) O

Liosung 1a. Da () der Halbierungspunkt des Kreisbogens AP ist, gilt ZQMA = ZPM(Q. Damit erhalten
wir /ZBMP =/BMA —/QMA — /PMQ = 180° —2 - ZQM A.

Da das Dreieck M BP gleichschenkelig ist mit BM = PM, gilt /PBM = 90° — ZBMP/2 =
90° — (180° —2- LQMA)/2 = LQMA. Wegen /PBM = /PBA = ZQM A sind die Geraden QM und
PB parallel. Restlicher Beweis wie in Losung [I]

(Stefan Leopoldseder) [

Losung 2. Nach dem Zentriwinkelsatz gilt /PBA = ££ é‘“, und wegen % = ZQMA sind die
Geraden QM und PB (bzw. PS) parallel. Nach Voraussetzung sind PQ und M S ebenfalls parallel.
Das Viereck M SPQ ist daher ein Parallelogramm, und somit gilt PM = QM = PS.

(Reinhard Razen) [

Losung 3. Nach dem Zentriwinkelsatz gilt /PBA = ££ é‘“, und wegen % = ZQMA sind die
Geraden PB und QM parallel, also gilt ZMPB = ZPM( (Parallelwinkel). Nach Voraussetzung sind
SM und PQ ebenfalls parallel, also gilt ZSMP = ZQPM (Parallelwinkel). Die Dreiecke QM P und
SPM stimmen also in zwei Winkeln iiberein und sind damit dhnlich. Da weiters QM P gleichschenklig
ist mit Scheitel M, ist auch SPM gleichschenklig mit Scheitel P, somit gilt PM = PS.

(Reinhard Razen) [

Losung 4. Wir vervollstandigen den Halbkreis zu einem Kreis k. Es sei Q' der zweite Schnittpunkt von
QM mit dem Kreis k. Dann sind die Dreiecke AMQ und BM Q' kongruent, also gilt BQ' = AQ = QP
(letztere Gleichheit gilt, da () Halbierungspunkt des Bogens AP ist). Das Viereck QQ)’BP ist daher ein
gleichschenkeliges Trapez, da vom Durchmesser Q@) die gleich langen Sehnenldangen QP bzw. Q)'B auf
die selbe Seite des Kreises abgetragen werden.



Ql
Abbildung 2: Aufgabe 3, Losung 4

Damit ist PB parallel zu QQ" und somit PS parallel zu QM. Da aber nach Voraussetzung QP
parallel zu M S ist, ist M.SPQ ein Parallelogramm. Es gilt daher PS = QM = PM und alles ist gezeigt.
(Reinhard Razen) [

Aufgabe 4. Man bestimme alle Primzahlen p,q und r mit p + ¢*> = r*.
(Karl Czakler)

Antwort. Die einzige Losung ist p =7, q =3, r = 2.

Lisung 1. Die gegebene Gleichung kann man in der Form p = 7! — ¢> = (r*> — ¢q)(r? + ¢q) anschreiben.
Da p eine Primzahl ist, folgt 7> —g=1und >+ q¢=p. Ausr* —g=1folgt g =r*— 1= (r —1)(r + 1).
Da ¢ eine Primzahl ist, folgt r — 1 = 1, also r = 2 und ¢ = 3. Mit 7? + ¢ = p erhalten wir p = 7.

(Karl Czakler) O

Lésung 2. Wie in Losung (1] erhalten wir zunichst 72 + ¢ = p und r? — ¢ = 1. Durch Elimination von
r? folgt 2¢ = p — 1, also muss p ungerade sein. Wire ¢ = 2, so wiire r?> = 3, was nicht mdoglich ist.
Daher muss ¢ ebenfalls ungerade sein, dann ist aber r? und damit r gerade, also r = 2. Daraus folgt
g=r’—1=3undp=2¢+1=7.

(Reinhard Razen) [

Lisung 3. Wie in Losung [1] erhalten wir zunichst 72 + ¢ = p und 7?> — ¢ = 1. Fiir 7 = 2 erhilt man
daraus fiir die weiteren Primzahlen ¢ = r? —1 = 3 und p = r? + ¢ = 7. Fiir r > 3 wire ¢ gerade, aber
wegen ¢ = r? — 1 > 8 ist es keine Primzahl, somit gibt es in diesem Fall keine Losung.

(Reinhard Razen) [



Lésung 4. Wie in Losung [1] erhalten wir zunéchst 72 4+ ¢ = p und r? — ¢ = 1. Wegen r > 2 folgt aus der

zweiten Gleichung ¢ > 3 und aus der ersten Gleichung p > 7, also sind p und ¢ ungerade Primzahlen.

Dann ist aber 7% und damit r gerade, also r = 2. Daraus folgt ¢ =7> —1=3und p=2¢+1=17.
(Reinhard Razen) [

Lésung 5. Es konnen nicht alle drei Primzahlen ungerade sein, da sonst die linke Seite gerade, die
rechte aber ungerade wére. Somit muss mindestens eine der Primzahlen gerade, also gleich 2 sein. Wir
untersuchen daher folgende Félle:

e p=2. In diesem Fall ist 2 = ' — ¢*> = (r* + ¢)(r* — ¢). Da 2 eine Primzahl ist, muss 72 + ¢ = 2
und 72 — ¢ = 1 sein. Dies fiihrt aber auf den Widerspruch ¢ = %

e ¢ = 2. In diesem Fall ist p = r* — 4 = (r?> + 2)(r? — 2). Da p eine Primzahl ist, muss 7> — 2 = 1
sein. Dies fithrt aber auf den Widerspruch r = v/3.

e 7 = 2. In diesem Fall muss p + ¢*> = 16 gelten, wofiir sich als einzige Losung p = 7 und ¢ = 3
ergibt.

(Reinhard Razen) [

Lésung 6. Es konnen nicht alle drei Primzahlen ungerade sein, da sonst die linke Seite gerade, die
rechte aber ungerade wére. Somit muss mindestens eine der Primzahlen gerade, also gleich 2 sein. Wir
untersuchen daher folgende Félle:

e p = 2. In diesem Fall gibt es fiir ¢ € {2,3} oder r € {2,3} keine Losung. Fiir ¢, > 3 ist
p+¢*=2+¢*=0 (mod 3). Da aber r* =1 (mod 3) ist, gibt es ebenfalls keine Losung.

Bemerkung. Fiir q,r > 3 lasst sich dies auch modulo 4 zeigen.

e ¢ = 2. In diesem Fall gibt es fiir p € {2,3} keine Losung. Fiir p > 3 ist p+¢> = p+4 = 0 oder 2
(mod 3). Da aber r* = 1 (mod 3) ist, gibt es ebenfalls keine Lésung.

e r = 2. In diesem Fall muss p + ¢*> = 16 gelten, wofiir sich als einzige Losung p = 7 und ¢ = 3
ergibt.

(Reinhard Razen) [

Lésung 7. Setzt man ¢ = p+ s und r? = p+t (wobei s,t € Z und offensichtlich s # ¢ ist) so erhilt man
p+(p+s)2=(p+t)? alsop=—2ps— s>+ 2pt +1? = (t — s)(t + s + 2p). Wir miissen daher vier Fille
untersuchen.

e Falll: t —s=1und t 4+ s+ 2p = p.

Elimination von t liefert s = _12_p , daher muss p ungerade sein. Weiters folgt ¢t = %. Daher ist
q=p+s= ’%1 und 2 =p+t = ’%1. Wiire ¢ = 2, so wire p = 5 und 7? = 3, was nicht moglich

ist. Also ist auch g ungerade, und daher 7* und damit r gerade, also r = 2. Daraus folgt p = 7 und
q=3.

e Fall2:t —s=pund t +s+2p=1.
Wegen p > 1 miisstet —s =p>1=1¢+s+2p, also p+ s < 0 sein, was wegen p+ s = ¢ > 0 nicht
moglich ist.

e Fall 3:t —s=—-1und t 4+ s+ 2p = —p.
Wegen —p < —1 miisste t +s+2p = —p < —1 =t —s, also p+ s < 0 sein, was wegen p+s=¢q >0
nicht moglich ist.

e Fall4:t —s=—pund t+s+2p=—1.
Elimination von s liefert t = %_?’p. Dies fiihrt aber auf den Widerspruch 2 = p +t¢ = % < 0.

(Reinhard Razen) [



