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Landeswettbewerb fiir Anfdngerinnen und Anfinger
& 12. Juni 2014

Aufgabe 1. Man bestimme alle Losungen der Gleichung
a>=0b-(b+7)

mit ganzen Zahlen a > 0 und b > 0.
W. Janous, WRG Ursulinen, Innsbruck

Lésung 1. Wegen a? = b? + 7b und b > 0 gilt a®> > b? und wegen a > 0 folgt a > b.
Es gibt also eine natiirliche Zahl k& mit a = b+ k. Eingesetzt in die gegebene Gleichung
ergibt das
(b+Kk)?>=bb+T7)=0
und damit
k’2
b= .
7—2k
Da b nicht negativ sein darf, muss £ = 0, 1, 2 oder 3 sein. Nur fiir £ = 0 oder 3 ist b
eine ganze Zahl, ndmlich 0 bzw. 9. Fiir b = 0 erhélt man a = 0 und fiir b = 9 erhélt man
a = 12. Damit erhélt man die Losungspaare (a,b) = (0,0) bzw. (12,9).

(R. Henner) O

Lésung 2. Aus a* = b-(b+7) und der arithmetisch-geometrischen Mittelungleichung erhélt
man

%+ 7 7
< — bt L
“=" *3

Andererseits gilt a> = b (b+7) > b* und damit a > b.
Also gilt a =b oder a =b+ 1 oder a = b+ 2 oder a = b+ 3. Einsetzen in die gegebene
Gleichung liefert die Losungen (a, b) = (0,0) bzw. (12,9).
(R. Henner) O

Liosung 3. Lost man b 4+ 7b — a® = 0 nach b auf, erhilt man

y_ T, VA9t da?
T 2T 2

Daher muss 49 + 4a? eine Quadratzahl sein. Sei 49 + 4a? = 2 fiir ein = > 0, dann gilt
49 = 2* — 4a*> = (z + 2a) - (v — 2a).

Da z > 0 und a > 0, ist auch  + 2a > 0 und damit auch x — 2a = 49/(x + 2a) > 0.
Man kann 49 auf zwei Arten in positive Faktoren zerlegen (7-7 oder 49-1). Auferdem gilt
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wegen a > 0, dass x 4+ 2a > = — 2a. Im ersten Fall erhilt man a = 0, im zweiten a = 12.
Insgesamt erhilt man die Losungspaare (a,b) = (0,0) bzw. (12,9).
(R. Henner) O

Lésung 4. Wir multiplizieren die gegebene Gleichung mit 4 und erhalten
(2a)? = 4b* + 28b = (2b+ 7)* — 49.
Da damit 2a < 2b + 7 gilt, folgt 2a < 2b + 6 und daher
(204+T7)* —49 = (2a)* < (2b+ 6)* <= 4b* +28b < 4b* +24b+ 36 <= b <.

Es sind damit nur 0 < b < 9 zu untersuchen. Nur fiir b € {0, 9} ist b(b+7) eine Quadratzahl.
Es ergeben sich die Losungspaare (a,b) = (0,0) bzw. (12,9).
(C. Heuberger) [

Liosung 5. Nach dem Euklidschen Algorithmus gilt ggT'(b, b+ 7) = ggT'(b,7) € {1,7}. Wir
unterscheiden diese beiden Falle.

1. Es gelte ggT(b,b+ 7) = 1. Dann folgt
b= a2
b+7=1"

fiir passende ganze Zahlen x und y mit 0 <z < y. Es folgt

T=y" —a=(y—a)(y +a).

Da beide Faktoren der rechten Seite positiv sind und 7 eine Primzahl ist, folgt y—x =
lundy+x=7und somit y =4, 2=3,0=9,b+7 =16 und a = xy = 12.

2. Es gelte ggT(b,b+ 7) = 7. Dann folgt

b= Tz
b+7="Ty

fiir passende ganze Zahlen x und y mit 0 < x < y. Es folgt
T=Ty -T2’ =Ty —2)(y+2) <= 1=(y—2)(y+2)

Die einzige mogliche Faktorisierung ist y —x =y + 2 =1, also z = 0 und y = 1,
woraus sich b = 0 und a = 0 ergeben.

Die einzigen beiden Losungen (a, b) sind somit (0,0) und (12,9).
(C. Heuberger) [



Lésung 6. Fiir a = b ergibt sich sofort a = b = 0. Es sei deshalb im Folgenden a # 0.
(Es muss sogar a > b sein.) Wir schreiben die Gleichung in der Form a* — b* = 7b, d.h.
(a — b)(a + b) = 7b. Weil 7 eine Primzahl ist, ergeben sich zwei Teilbarkeitsflle.

1. 7 teilt a — b, also a — b = 7c mit ¢ > 1 und ¢ ganz, also b = a — 7c. Damit folgt
7c(2a — Tc) = T(a — Tc), d.h.

a(2¢c —1) =Te(e—1) (1)

Fir ¢ = 1 erhdlt man a = 0 samt b = —7 < 0. Es sei deshalb ¢ > 2, womit
insbesondere 2¢c — 1 > 3 ist. Nun sind aber nach dem FEuklidischen Algorithmus
geT(2¢c — 1,¢) = ggT(c,1) =1 und ggT(2¢c — 1,¢c— 1) = ggT(c — 1,1) = 1. Folglich
ergibt sich aus (1), dass 2¢c — 1 = 7, also ¢ = 4 ist. Damit ist a = 4 -3 = 12, aber
b=12-7-4<0.

2. 7 teilt @ + b, also a + b = 7d mit d > 1 und d ganz, also b = 7d — a. Somit:
(2a —7d) - 7d = 7(7d — a), also a(2d + 1) = 7d(d + 1). Wie im ersten Fall ergibt sich
2d+1=7,d.h. d=3. Damit ist a =3-4 =12 samt b =21 — 12 =09.

Zusammengefasst lauten die zwei Losungspaare (a,b) = (0,0) bzw. (a,b) = (12,9).
(W. Janous) O

Aufgabe 2. In der Abbildung sollen alle leeren weiffen Dreiecke mit ganzen Zahlen gefillt
werden, sodass die Summe der drei Zahlen in den weiffen Nachbardreiecken jedes grauen
Dreiecks durch 5 teilbar ist.

Im linken unteren und im rechten unteren weiflen Dreieck sind die Zahlen 12 bzw. 3
vorgegeben.

Man bestimme alle ganzen Zahlen, die im obersten weiffen Dreieck stehen kénnen.

12 3

G. Woeginger, TU Eindhoven, Niederlande

Lésung 1. Jede Zahl in der ausgefiillten Figur kann durch eine andere Zahl in derselben
Restklasse modulo 5 ersetzt werden, ohne dass die Bedingungen verletzt werden. Es reicht
daher, ausgehend von einer untersten Zeile mit beliebigen mittleren Eintragen a, b, c, d
alle anderen Eintrdage modulo 5 zu berechnen.
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Nehmen wir also an, dass in der untersten Zeile der Reihe nach die sechs Zahlen
12, a, b, c, d, 3

stehen. Dann stehen in der Zeile dariiber (modulo 5 genommen) die fiinf Zahlen

-2 —a, —a — b, —b—c, —c—d, —d — 3.
In der Zeile dartiber stehen dann

242 +b  a+2b+c, b+2e+d,  c+2d+3,
und in der Zeile dariiber stehen

—2—3a—3b—c, —a —3b—3c—d, —b—3c—3d - 3.
Die néchste Zeile enthélt
2+4a+b+4c+d, a+4b+c+4d+ 3,
und das oberste Dreieck enthalt schliesslich
—(24+4a+b+4c+d)—(a+4b+c+4d+3) =0.

Daher kénnen in der oberen Ecke (v6llig unabhéngig von den Werten a, b, ¢, d) nur Vielfache
von 5 stehen.
Da wir aber in unserer Rechnung alle Bedingungen auch verwendet haben, sind diese
auch erfiillt und alle Vielfachen von 5 konnen auch tatséchlich erreicht werden.
(Th. Eisenkdlbl, G. Woeginger) O

Lésung 2. Wir wollen zeigen, dass im obersten Dreieck genau alle Vielfachen von 5 stehen
kénnen. Dazu geben wir zuerst in Abbildung 1(a) ein Beispiel an, das zeigt, dass alle diese
Zahlen tatsédchlich moglich sind.

Um zu zeigen, dass nur die Vielfachen von 5 in Frage kommen, dndern wir das Vorzei-
chen jeder zweiten Zeile (sieche die &+ in Abbildung 1(b)).

Aus der Bedingung x +y + z =0 (mod 5) fiir

wird dadurch z +y = z (mod 5). Modulo 5 ist also jede Zahl in der Figur die Summe der
beiden unmittelbar darunterstehenden. Fiir jede Zeile muss die Zahl im obersten Dreieck
also modulo 5 eine Summe von Vielfachen der Zahlen in dieser Zeile sein.

Wie oft geht nun jede Zahl in diese Summe im obersten Dreieck ein? Wir nennen diese
Anzahl Vielfachheit. Die oberste Zahl selbst hat natiirlich Vielfachheit 1. Jede andere Zahl



Abbildung 1: Aufgabe 2, Losung 2

tragt zu den unmittelbar iiber ihr stehenden Zahlen bei. Thre Vielfachheit ist also gerade
die Summe der beiden Vielfachheiten iiber ihr, oder 1, wenn sie am Rand der Figur steht.

Die Vielfachheiten haben also genau die Eigenschaften des Pascalschen Dreiecks und
sind damit die Binomialkoeffizienten. Somit ist die Zahl an der Spitze modulo 5 von der

o O O O (O

Da 5 | (‘Z’) fiir 0 <4 <5, ist das gerade —12 —3 =0 (mod 5) wie gewiinscht.
(T. Fisenkolbl) [

Lésung 3. Wir schreiben in die grauen Dreiecke die Zahlen in Abbildung 2.

Abbildung 2: Aufgabe 2, Losung 3
Wir multiplizieren die Zahlen in den weiffen Dreiecken mit der Summe der Zahlen in den

benachbarten grauen Dreiecken und addieren alles modulo 5. Das ergibt eine Summe S.
Es ist leicht an der Abbildung zu iiberpriifen, dass diese Summe 1 fiir die drei Eckdreiecke
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ist und 0 modulo 5 fiir alle anderen weifen Dreiecke ist. Wenn wir die Zahl im obersten
weifsen Dreieck x nennen, ist die gesamte Summe S also 12+ 3 + 2 =z (mod 5).

Andererseits besteht die Summe S aus Vielfachen der Summen der Nachbarn grauer
Dreiecke. Jede solche Summe von Nachbarn ist aber nach Voraussetzung immer durch 5
teilbar, damit ist auch S immer durch 5 teilbar.

Also gilt z = S =0 (mod 5).

Wie in Losung 2 tberpriift man an Abbildung 1(a), dass die Vielfachen von 5 auch
tatséchlich alle erreicht werden kénnen.

(T. Eisenkolbl) O

Aufgabe 3. Es seien a, b, ¢ und d reelle Zahlen mit a < b < ¢ < d.
Man ordne x =a-b+c-d,y=b-c+a-dund z=c-a+b-d der Grifle nach und
beweise die angegebene Reihenfolge.
R. Henner, Wien

Lésung 1. Um eine ,Vorstellung* iiber die gesuchte Reihenfolge zu erhalten, wihlt man
einige Belegungen fiir die Zahlen a, b, ¢ und d, etwa

1.a=0,b=1,c=2und d = 3: Dafiir sind xt =6, y =2 und z = 3.
2.a=-3,b=—1,c=2und d =4: Nun sind x = 11, y = —14 und z = —10.
Man vermutet damit, dass die gesuchte Ordnung
y<z<zx (2)

lauten diirfte. Wir werden dies im Folgenden verifizieren.
Wir zerlegen (2) in zwei Teilungleichungen:

1. y < z, also
b-ct+a-d<a-c+b-d.

Dies lautet in dquivalenter Form
(b—a)-c<(b—a)-d,

dh.
(b—a)-(d—c)>0,

was wegen der Ordnung der Zahlen a, b, ¢ und d klar ist.

2. z <z, also
a-c+b-d<a-b+c-d.

Wie zuerst ergibt sich nun die evidente Ungleichung
(d—a)-(c—0b)>0.
Damit sind wir am Ende des Beweises.

(W. Janous) O



Liosung 2. Wie in der ersten Losung gelangen wir zur Vermutung (2). Wir interpretieren
x, y und z in geeigneter Weise als Skalarprodukte zweier Vektoren, ndmlich

x = (a,d)-(b,c),y = (a,b)-(d,c) und z = (a,b) - (¢,d) bzw. auch z = (a,d) - (¢, b).
1. Damit haben wir fiir y < z in dquivalenter Form:
(a,b) - (d,c) < (a,b) - (c,d).

Dies ergibt sich aus der Umordnungsungleichung, weil die Vektoren (a,b) und (c, d)
gleich geordnet sind.

2. z < x ergibt sich in entsprechender Weise mittels

(a,d) - (c,b) < (a,d) - (b,c).

Bemerkung. Die Umordnungsungleichung besagt in ihrer allgemeinen Form: Es seien X =
(x1,22,...,x,) und Y = (y1,¥2, - - ., Yn) zwel n-dimensionale Vektoren mit

Ty 2Ty > -2 apund Y1 2> Yo =000 2 Yy,

wobel n > 2.
Wenn sich der Vektor Z = (z1, 22, ..., 2,) aus Y durch eine beliebige Permutation der
Koordinaten ergibt, dann gilt

T+ T Yot +Tp Yo 2 T1-21+22- 22+ +Tp-2n 2 X1 Yn+ T2 Y1+ +Tn Y1

Wenn 1 < --- < x, und y; < --- < y,, so tritt in der linken Ungleichung Gleichheit
genau fiir (21,...,2,) = (y1,...,yn) und in der rechten Ungleichung Gleichheit genau fiir
(2153 2n) = (Yn, - .-, Y1) ein.

(W. Janous) O

Aufgabe 4. Es sei ABC ein Dreieck. Die Mittelpunkte der Seiten BC', AC und AB
werden mit D, E bzw. I bezeichnet.
Die beiden Schwerlinien AD und BE sollen aufeinander normal stehen und die Lingen
AD = 18 und BE = 13,5 haben.
Man berechne die Linge der dritten Schwerlinie CF dieses Dreiecks.
K. Czakler, GRG 21, Wien

Lésung 1. Die drei Schwerlinien AD, BE und CF' schneiden einander im Schwerpunkt S.
Es ist bekannt, dass der Schwerpunkt die Schwerlinien im Verhéltnis 2 : 1 teilt. Daher
erhalten wir

A_S:%E:m, B—sz;ﬁzg.

Laut Angabe ist AS B ein rechtwinkeliges Dreieck, nach dem Satz von Pythagoras ergibt
sich

AB=\A5 +SB = V122 + 92 = 15.
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Abbildung 3: Aufgabe 4, Losung 1.

Nach dem Satz von Thales liegt S auf dem Halbkreis iiber dem Durchmesser AB und
dem Mittelpunkt F. Somit ist

SF_TFA—L.A5-2,
2 2
Da F'S: SC =1 :2 erhalten wir
FC-3.F5-2
2
(C. Heuberger) [
C
E
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F
B

Abbildung 4: Aufgabe 4, Losungen la und 1b.

Lésung 1a. Wie in Losung 1 erhalten wir AS = 12, SB = 9 und AB = 15 sowie die
Orthogonalitdt von AS zu SB.

Eine Parallele zu SB durch F schneidet nach dem Strahlensatz die Strecke AS im
Halbierungspunkt G. Die Strecken G\S und GF haben die Léngen 6 bzw. 4,5 und stehen
aufeinander normal. Nach dem Satz von Pythagoras hat daher die Strecke F'S die Lange
7,5 und die gesuchte Schwerlinie F'C' die Léange 22.5.

(R. Henner) O



Lésung 1b. Wie in Losung la erhalten wir AS = 12, SB = 9 und AB = 15 sowie die
Orthogonalitdt von AS zu SB und konstruieren wir G.

Die rechtwinkeligen Dreiecke AGF und SGF sind kongruent (SWS-Satz) und dhnlich
zum Dreick ASB im Verhaltnis 1 : 2. Daher ist die Strecke F'S halb so lang wie AB. Weiter

wie oben.
(R. Henner) O
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Abbildung 5: Aufgabe 4, Losungen 1c¢ und 1d.

Losung 1c. Wie in Losung 1 erhalten wir AB = 15. Sei H der Lotfukpunkt von S auf AB.
Nach dem Kathetensatz im Dreieck ASB gilt

AB - HB =SB «— ng.

Daraus ergeben sich

A —15- 2 - %8
5 )
-2z 2
2 5 10

Nach dem Hohensatz im Dreieck ASB gilt

SH = AH-HB <« S_Hz?

Der Satz von Pythagoras im Dreieck SH F' ergibt
S 2 o 15
FS=\FH +HS = o

Damit ist FC = 3FS = 45/2.
(C. Heuberger) O



Lésung 1d. Wie in Losung 1 erhalten wir AB = 15. Sei H der Lotfukpunkt von S auf AB.
Wir berechnen zweimal den Flidcheninhalt (ASB) des Dreiecks ASB:

%-E-S_H:(ASB):%-A_S-S_B:M.

Daraus ergibt sich SH = %. Aus dem Satz von Pythagoras ergibt sich
— — 2 o 27
BH =\/B5" - HS = =

HF:BF—BH:E.
10

Nun ergibt sich F'S wiederum durch den Satz von Pythagoras als

S 1
FS:\/FHQJFHSZ:;.

Daraus ergibt sich

Damit ist FFC = 3FS = 45/2.
(C. Heuberger) O
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Abbildung 6: Aufgabe 4, Losung 2.

Lésung 2. Wir nutzen wieder die Tatsache, dass sich die Schwerlinien im Schwerpunkt
teilen und dass dieser die Schwerlinien im Verhéltnis 2 : 1 teilt. Durch geeignete Drehung
und Verschiebung kénnen wir die Koordinaten

S = (070>7 A= (1270)7 D= (_67O)a B = (Oa 9)7 E= (Ov _9/2)
annehmen. Es ergibt sich
1
F= §(A +B)=1(6,9/2) und C = B+2(D — B) =(0,9) 4+ 2(—6,-9) = (—12,-9).

Daraus ergibt sich

CF = /(12 —6)2 4 (=9 — 9/2)2 = 45/2.
(C. Heuberger) O



H

Abbildung 7: Aufgabe 4, Losung 3.

Lésung 3. Wir vervollstiandigen das Dreieck ABC' zu den zwei Parallelogrammen ABJC
und AGBC. Dann vervollstandigen wir das Dreieck AGB zum Parallelogramm AGH B
und das Dreieck BJC zu BIJC. Damit ergibt sich, dass auch BHIJ ein Parallelogramm
ist, vgl. Abbildung 7.

Da D der Mittelpunkt der Strecke BC ist, ist D der Mittelpunkt des Parallelogramms
ABJC und daher ist die Strecke A.J doppelt so lang wie AD. Mit Hilfe der Parallelogramme
folgt auch, dass die Strecke JH parallel zu C'F' liegt und doppelt so lang wie C'F' ist
und dass die Strecke AH parallel zu EB liegt und doppelt so lang wie EB ist. Weil
AD und BFE aufeinander normal stehen, ist £ HAJ ein rechter Winkel, d.h. HA.J ist ein
rechtwinkeliges Dreieck mit den Kathetenlingen 2AD, 2EB und der Hypotenusenlinge

2C'F. Daraus erhalten wir schlieflich wegen C'F *_FB + ADQ, dass

CF = /13,52 + 182,

also CF = 22,5.
(W. Janous) O

Liosung 4. Nach dem Strahlensatz (bzw. dessen Umkehrung) ist ED parallel zu AB und
halb so lang. Verdoppelt man ED zu EI, so erhdlt man das Parallelogramm ABIFE. Darin
sind offensichtlich AD und F'I gleich lang. Da E der Halbierungspunkt von AC ist, ist auch
BICFE ein Parallelogramm und /C' und BFE sind gleich lang. Im rechtwinkeligen Dreieck
FIC kann man nun F'C als

FC=\FP* +1C° = \/AD" + BE* = /¥ 1 1352 = 22.5

ausrechnen.

(R. Henner) O
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Abbildung 8: Aufgabe 4, Losung 4.
Lésung 5. In jedem Dreieck gilt
B+C A A+ B
AD+BE+CE=D-A+E-B+F—C = er —A+C_2F - B+ er ~C=0.

Daher lassen sich die drei Schwerlinien immer zu einem Dreieck parallelverschieben.
In dieser Aufgabe handelt es sich um ein rechtwinkeliges Dreieck mit rechtem Winkel
gegeniiber der Seite mit der Léinge C'F. Nach Pythagoras gilt daher

CF =\/AD  + BE = /182 + 13,52 = 22,5.

(Th. Eisenkolbl) O
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