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Regionalwettbewerb fiir Fortgeschrittene — Losungen
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Aufgabe 1. Seien a und b positive ganze Zahlen und c eine positive reelle Zahl, fir die

a+1_b

b+c a

erfillt ist.
Man beweise, dass ¢ > 1 gilt.
(Karl Czakler)

Lésung 1. Folgende Gleichungen sind zur gegebenen Gleichung dquivalent:

a’>+a="b+be
4a® + 4a + 1 = 4% + 4bc + 1
(2a + 1)? = 4b% + dbc + 1.

Wir fithren nun einen indirekten Beweis und nehmen ¢ < 1 an. Dann gilt

(20)2 = 462 < (2a + 1)2 = 4b* + dbc+ 1 < 4> +4b+ 1 = (2b+ 1)

Das ist aber ein Widerspruch, denn eine Quadratzahl kann nicht zwischen zwei aufeinanderfolgenden
Quadratzahlen liegen. Daher muss ¢ > 1 gelten und aus a = b folgt ¢ = 1, womit es tatséchlich Losungen
mit ¢ > 1 gibt.

(Karl Czakler) [

Losung 2. Wir formen die Gleichung mittels Aquivalenzumformungen nach ¢ um und erhalten

a’ +a— b? a’®+a
CcC = = —

b b

Weil ¢ positiv und b ganzzahlig ist, muss b < a gelten, denn bereits fiir b = a+1 ist der Zéhler a®+a — b?

negativ. Der Ausdruck “2; ¢ — b zeigt, dass ¢ umso kleiner ist, je grofer b ist. Somit folgt

b.

a2+a

a

c> a=1.

(Walther Janous) O

Lésung 2a. Wie in Losung [2) werden wir iiber eine Aquivalenz argumentieren. Wir haben

a+1 b 1+1/a b

—— = — = —— =,
b+c a b/a+c/a a
Mit o = 1/a, £ = b/a und 1 = ¢/a miissen wir demnach zeigen, dass sich aus
1+«
=&
£+
die Abschitzung n > « ergibt. Aus der Gleichung erhalten wir

_1+0z_ _ 1_ a
=g L= (f 5)*5'




e Fiir £ <1 folgt unmittelbar

n2(1—1)+% = n>a.
e Dagegen ergibt ¢ > 1, dass

1
n>0 < g>§—— = a>E 1.

§ §

Deshalb muss
->—= -1« a>b"—a
a  a

gelten. Diese Ungleichung kann aber wegen

— a’+a> b

E>1 <= bV>@+1)? <= v¥>a*+2a+1
niemals erfillt sein.

(Walther Janous) [

Lésung 3. Indem wir von beiden Seiten der Bedingung die Zahl 1 subtrahieren, erhalten wir die dqui-
valente Bedingung

atl—b—c b-a

b+c oa
Fiir d = b — a gilt demnach
l—c—d d

e - = (1—cla—ad=db+c¢) <= dla+b+c)=(1—c)a

Daraus ergeben sich

e c<l <= d>0 <= b>a <= b>a+1
und damit der Widerspruch
b a+1 a+1
->1> >

a a+1l+c~ b+ec

und
oec=1 <= d=0 <= a=>bund
ec>]1 < d<0) < b<a <= aZb—l—lsamtc:az%—b.

(Walther Janous) [
Lésung 4. Wir multiplizieren mit den Nennern und erhalten die dquivalente Gleichung
ala+1)=b(b+c).
Somit ist b2 + be ein Produkt von zwei aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen. Da natiirlich
bV 4+be>0*>b"—b=(b—1)b

gilt, muss b* + bc mindestens b(b + 1) sein. Also gilt b* + bc > b* + b, woraus sofort ¢ > 1 folgt wie

gewlinscht.
(Theresia Eisenkdlbl) [



Abbildung 1: Aufgabe 2, Losung 1

Aufgabe 2. Sei ABC' ein gleichschenkliges Dreieck mit AC' = BC und dem Umkreis k. Der Punkt D
liegt auf dem kiirzeren Kreisbogen von k tiber BC und ist von B und C wverschieden. Der Schnittpunkt
von CD mit AB sei E.

Man beweise, dass die Gerade durch B und C' eine Tangente an den Umkreis des Dreiecks BDE ist.

(Karl Czakler)

Lésung 1. Es sei M der Mittelpunkt des Umkreises des Dreiecks BDE und <BAC = <CBA = «.
Da das Viereck ABDC' ein Sehnenviereck ist, folgt <BDFE = a. Mit dem Peripheriewinkelsatz folgt
ILBME = 2a und daraus <<EBM = <M EB = 90° — «. Daher gilt

180° = «<CBA+ <MBC + <EBM = a+ <MBC +90° — a = <M BC + 90°,

also
IMBC =90°

und alles ist gezeigt.
(Karl Czakler) [

Lésung 2. Es sei < BAC = <CBA = «. Da das Viereck ABDC' ein Sehnenviereck ist, folgt <CDB =
180° — . Da auch < xEFBC = 180° — o und <« BC'E = < BCD gilt, sind die beiden Dreiecke £ BC' und
BDC' ahnlich und es gilt

CE:BC=BC:CD,

also
BC? =CE-CD.

Daraus folgt mit dem Sekanten-Tangentensatz sofort die Behauptung.

(Karl Czakler) O

Lésung 3. Wir werden im Folgenden eine weitergehende Aussage beweisen. (Dafiir werden wir Koordi-
naten bentitzen.)



Seien ABC' ein gleichschenkliges Dreieck mit AC' = BC und D ein Punkt der Dreiecksebene, der
weder auf der Geraden g durch A und B noch auf der Parallelen zu g durch C' liegt. Die Gerade durch
C und D schneide g im Punkt E.

Wir zeigen nun: Die Gerade durch B und C' ist genau dann Tangente an den Umkreis des Dreiecks
BDE, wenn D am Umkreis des Dreiecks ABC' liegt.

Weil das Dreieck ABC' gleichschenklig ist, diirfen wir o. B. d. A. A = (—a,b), B = (a,b) und
C = (0,1) setzen, wobei a und b reelle Zahlen mit @ > 0, b < 1 und a? + b*> = 1 sind, d.h. die Eckpunkte
von ABC liegen am Einheitskreis. Sei weiters D = (d, e). Dann gelten e # b und e # 1.

Wir bestimmen zuerst die Koordinaten des Punktes F, indem wir die Gerade g mit der Geraden
durch C' und D schneiden, d.h., wir haben das Gleichungssystem

A+s-(L,0)=C+t-(D—-C) <= (A-C)+s-(1,0)=t-(D-C)
zu 16sen. Aus seiner zweiten Komponente
b—1=t-(e—1)

ergibt sich ¢t = (b — 1)/(e — 1). Damit erhalten wir £ = (—d(bfl) b).

e—1 7
Zur Berechnung der Koordinaten von M, dem Mittelpunkt des Umkreises von BE D, schneiden wir
die Symmetralen der Seiten BE und BD, d.h., wir miissen das Gleichungssystem

(B+E)/2+s-(0,1)=(B+D)/2+t-(D—B)" «— (E—D)/2+s-(0,1)=t-(D— B)*

16sen. Aus seiner ersten Komponente

%(df:f)—d):tw—e)¢:>d“_e):xb—@

erhalten wir ¢ = Q(e;d—l) und folglich

d
2(e—1)

a+d b+e d

M = (B+D)/2 + 5y )+2(€_1)~(

(D—-B)t <= M=

b—e,d—a).

Deshalb ist, wie eine kurze Rechnung zeigt,

fale—=1)4+d(b—1) (b+e)e—1)+d*—ad
= (St ).

Somit haben wir

BC L MB < (B—C)(M—B) =0 < (a,b—l).<a(€_1>_d(b_1) (b—e)(e—1)+ad—d2> L,

2(1—e) ’ 2(1—e)
Es gilt also

a?le—1)+(b—-1)((b—e)(e—1)—d?

2(1—e) =0 <= (@+bV)(e-1)—bd+e—1)+d+e*—e=0 <

e—1-bd+e—D+d+et—e=0 = (1-b(d®+e*—1)=0 <= d®+e* =1,

d.h., auch der Punkt D liegt am Einheitskreis und damit am Umkreis des Dreiecks ABC' und wir sind
am Ende des Beweises.

Bemerkung. Mit der Vorgangsweise des obigen Beweises lasst sich eine noch weitergehende Aussage
nachweisen, namlich:

Seien ABC' ein beliebiges Dreieck und D und F wie zuvor festgelegt. Dann ist der geometrische Ort
aller Punkte D, fiir die die Gerade durch B und C eine Tangente des Umkreises von BDFE ist, ein Kreis,
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genauer:
Wenn die Dreieckseckpunkte A = (—a,b), B = (a,b) und C' = (¢, d) am Einheitskreis liegen, dann liegen
die Punkte D am Kreis

s ) ()

Daraus folgt insbesondere, dass die Punkte D genau dann am Umkreis des Dreiecks ABC' liegen, wenn
¢ = 0 und damit d = 1 gelten, d.h. ABC gleichschenklig mit AC' = B(' ist.
(Walther Janous) [

Lésung 4. Wenn wir die Gerade AC' in den Punkt F zur Geraden g parallelverschieben, dann stellen
wir fest, dass wir das Sehnenviereck ABDC' zu BE, g, ED, DB parallelverschoben haben. Das ist also
ein (degeneriertes) Sehnenviereck, das heift, ¢ ist die Tangente in F an den Kreis BED. Damit ist dann

aber auch die Gerade BC' eine Tangente, weil das die Spiegelung an einer Normalen auf BC' ist.
(Theresia Eisenkolbl) [

Lésung 5. Nach dem Peripheriewinkelsatz tiber der Sehne BC' im Kreis k folgt < BAC = 180° —<<C DB,
und da D auf der Strecke EC' liegen muss, gilt < BDE = 180° — <xCDB. Weil das Dreieck ABC
gleichschenklig ist, gilt auch <<CBA = < BAC. Insgesamt erhalten wir <C'BA = < BDFE. Wir verlangern
nun die Strecke C'B iiber B hinaus. Wegen der gemeinsamen Schenkelgeraden ist der Winkel zwischen
dieser Verldngerung und der Sehne BFE natiirlich ebenfalls <<C' BA. Damit schlieffen aber die Gerade BC'
und die Sehne BE genau den Peripheriewinkel < BDFE ein. Nach dem Tangentenwinkelsatz ist also BC'
die Tangente an den Umkreis des Dreiecks BDFE durch B.

(Josef Greilhuber) [

Aufgabe 3. Auf einer Tafel stehen die Zahlen 1,2,...,2020 und 2021. Man fihrt folgende Operation
aus:

Man wahlt zwei Zahlen aus, schreibt den Betrag ihrer Differenz auf die Tafel und loscht die beiden
gewdhlten Zahlen.

Das wiederholt man solange, bis nur noch eine Zahl auf der Tafel steht.

(a) Man zeige, dass 2021 als letzte Zahl auf der Tafel stehen kann.
(b) Man zeige, dass 2020 nicht als letzte Zahl auf der Tafel stehen kann.
(Karl Czakler)

Lisung.  (a) Wir wihlen folgende 1010 Zahlenpaare aus:
(1,2); (3,4); ...; (2019, 2020).

Fiir jedes dieser Paare ist der Betrag ihrer Differenz 1, somit stehen 2021 und 1010 mal die Zahl
1 auf der Tafel. Im néchsten Schritt wéhlen wir die 505 Zahlenpaare (1,1) und bildet fiir jedes
Paar die Differenz. Dann stehen 2021 und 505 mal die Zahl 0 auf der Tafel. Da 2021 — 0 = 2021,
erhalten wir nach 505 Schritten 2021 als letzte Zahl.

Bemerkung: Die Zahlenpaare sind relativ willkiirlich gew&hlt, es sind zahlreiche Varianten moglich.



(b) Wir zeigen die allgemeinere Aussage, dass keine gerade Zahl als letzte Zahl moglich ist. Es gilt
a—b=a+b (mod 2),

somit bleibt die Paritdt der Summe der auf der Tafel stehenden Zahlen bei jeder Operation erhalten.
Mit der Gaufsschen Summenformel ist die Summe der zu Beginn auf der Tafel stehenden Zahlen

2021 - 2022

= 20211011
2

eine ungerade Zahl, also muss auch die letzte Zahl eine ungerade Zahl sein. Daher ist insbesondere
2020 unmoglich.
(Karl Czakler) O

Aufgabe 4. Man bestimme alle Tripel (x,y, z) von positiven ganzen Zahlen, fir die
zl(y+1), yl(z+1) und z|(x+1)

gelten.
(Walther Janous)

Antwort. Es gibt zehn Tripel, die die drei Bedingungen erfiillen. Sie sind durch (1,1, 1), (1,1,2), (1, 3, 2),
(3,5,4) und ihre zyklischen Vertauschungen gegeben.

Bemerkung. Im Weiteren verwenden wir aus Griinden der leichteren Lesbarkeit die Schreibweise a | b+ ¢ anstelle
von a | (b+ c¢).

Lésung 1. Es miissen y + 1 = ax, 2+ 1 = by und x + 1 = cz mit a,b, c € N>, gelten.

Multiplikation dieser drei Gleichungen ergibt abcryz = (x4 1)(y+1)(2+ 1), also abczyz > zyz, d.h.
abc > 1.

Deshalb muss zumindest einer der drei Faktoren a, b oder ¢ grofer als 1 sein. Weil die drei Teilbar-
keitsbedingungen bei zyklischer Permuatation invariant bleiben, soll 0.E.d.A. a > 2 gelten. Damit haben
wir (wegen b,c > 1), dass

y+1>2z, 241 >yundax+1> 2.

Addition dieser drei Ungleichungen ergibt x +y + 2+ 3 > 2z +y + z, d.h. z < 3.
Wir unterscheiden nun die drei méglichen Fille.

e Fir x = 1ist 1|y + 1 erfiillt und es folgen 2 <141 =2 und damit y <2+ 1 = 3.

o Sei y=1. Dann ist 1 | z + 1 erfillt und z | 2 ergibt z = 1 oder z = 2.
o Mit y = 2 folgt aus 2 | z + 1, dass z = 1. Damit ist auch 1 | x + 1 erfiillt.
o Fiir y = 3 impliziert 3 | z + 1, dass z = 2, und 2 | x + 1 ist erfiillt.

e Fiirxr =2habenwirry+1>4,dh.y>3, und2+1>2,dh 2<3, und3+ 1>y, alsoy =3
oder y = 4. Wegen 2 | y 4+ 1 ist nur y = 3 moglich. Mit 3 | z + 1 folgt z = 2. Dann miisste aber
2| 2 4 1 gelten, ein offensichtlicher Widerspruch!

o Fiir x =3 ergebensichy+1>6,dh.y>5, und3+1> 2 dh. 2<4, und4+1 >y, alsoy =5.
Dies und 5 | z 4 1 fithren auf z = 4. Damit sind alle drei Teilbarkeitsbedingungen erfiillt.

Zusammenfassung: Die Tripel (z,y, 2), fiir die die drei Teilbarkeitsrelationen erfiillt sind, sind
(1,1,1), (1,1,2), (1,3,2), (3,5,4)

und die zyklischen Permutationen davon.

(Walther Janous) [



Lisung 2. Es sei 0.E.d.A. x die kleinste der drei Zahlen (bzw. eine der kleinsten), also x < y und = < z.
Wegen z | x + 1 muss = < z < x + 1 gelten. Wir miissen also zwei Félle betrachten:

e Fall 1.Sei z=x. Ausz=z |z +1folggxr=2z=1und y | z+ 1 =2, also y = 1 oder y = 2. Wir
erhalten die beiden Losungstripel (1,1,1) und (1,2, 1).

e Fall 2. Sei z = = + 1. Dann miissen die beiden Bedingungen x | y + 1 und y | = + 2 erfiillt
sein. Insbesondere gilt + < y + 1 und y < x + 2. Diese beiden Ungleichungen konnen zur
Ungleichungskette ©+ — 1 < y < x + 2 zusammengefiigt werden. Wir konnen also die folgenden
Fille fiir y untersuchen:

o Fall 2a. Sei 0 < y = z. Die Bedingungen lauten nun = | z + 1 und « |  + 2 und koénnen
gleichzeitig nur fiir = 1 erfiillt sein. Wir erhalten das Losungstripel (1,1, 2).

o Fall 2b. y = z + 1. Die beiden Bedingungen lauten = |  + 2 und z + 1 | z + 2. Diese kénnen
nicht gleichzeitig erfiillt sein.

o Fall 2¢c. y = z 4+ 2. Die Bedingung y = =+ 2 |  + 2 = z + 1 ist trivialerweise erfiillt. Die
Bedingung « | y + 1 = 2 + 3 kann nur fiir = | 3 erfiillt sein. Uberpriifen der Werte liefert, dass
fir z = 1 und = = 3 die Bedingung erfiillt ist. Wir erhalten die Losungstripel (1,3,2) und
(3,5,4).

Zusammenfassend: Fiir die Tripel (1,1,1), (1,2,1), (1,1,2), (1,3,2) und (3, 5,4) gelten die Bedingungen.
Da jede der drei Zahlen das Minimum sein kann, ist auch jede zyklische Vertauschung dieser Tripel

eine Losung.
(Lukas Donner) [

Lésung 3. Weil die angegebenen Bedingungen zyklisch sind, diirfen wir annehmen, dass x < yund z < 2
gelten. Die drei Teilbarkeitsaussagen sind genau dann erfiillt, wenn die drei Briiche
y+1 z+1 r+1

, und
x Yy z

ganzzahlig sind. Dann ist aber auch ihr Produkt

1 1 1 1 1 1 1 1 1
p_ytl z+1l x4+l a+l y+1 2+ :(1+_>(1+_)<1+_)
T Y 2 T y z T Y z

ganzzahlig und zumindest 2 (weil die drei Faktoren grofer als 1 sind). Aufkerdem haben wir

1 3
x
1 3
(1+7) =2
T

ergibt. Diese Ungleichung ist fiir x = 1 erfiillt. Fiir 2 > 2 erhalten wegen

womit sich

1\* 3 3 1 3 3 1 3 4
1+ - :1+—+—2+—3<1+—+—2+—2:1+—+—2,
X X X X X i i a T

dass
3 4 9 9
2<1l4+ -+ = " <3r+4 = 1 -37-4<0 &= (z+1)(z-4) <0 &= z<4
r

zu gelten hat. Folglich bleiben drei Falle zu iiberlegen.
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e Fall 1. Fiir x = 1 folgt z | 2, also z =1 oder z = 2.

o Fiir z = 1 erhalten wir y | 2, also y = 1 oder y = 2, und die Losungstripel (1,1,1) bzw.
(1,2,1).

o Fiir z = 2 ergeben sich y | 3, also y = 1 oder y = 3, und die Losungstripel (1,1,2) bzw.
(1,3,2).

e Fall 2. Fiir x = 2 folgt z | 3, also z = 3. Wegen y | 4 ergeben sich y = 2 oder y = 4. Daraus folgen
aber die Widerspriiche 2 | 3 bzw. 2 | 5.

e Fall 3. Fiir x = 3 haben wir z | 4, also z = 4. Mittels y | 5 ergeben sich y = 5 und das Losungstripel
(3,5,4).

Wir haben damit gezeigt, dass die zehn Tripel, die die drei Bedingungen erfiillen, durch (1,1, 1), (1, 1,2),
(1,3,2), (3,5,4) und ihre zyklischen Vertauschungen gegeben sind.
(Walther Janous) [



