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@ 20./21. Juni 2020

Aufgabe 1. Sei ABCD ein konvexes Sehnenviereck mit dem Diagonalenschnittpunkt S. Seien weiters
P der Umkreismittelpunkt des Dreiecks ABS und ) der Umkreismittelpunkt des Dreiecks BCS. Die
Parallele zu AD durch P und die Parallele zu CD durch () schneiden einander im Punkt R.
Man beweise, dass R auf BD liegt.
(Karl Czakler)

Lisung 1. Wir betrachten gerichtete Winkel modulo 180° (oder alternativ: wir betrachten hier nur den
Fall, dass die beiden Winkel < DBA und «xDBC spitz sind und miissten alle anderen Fille analog
betrachten). Es sei E der Fulspunkt von S auf C'D, siehe Abbildung .

b

Abbildung 1: Aufgabe 1, Losung 1

Wegen der Winkelsumme im gleichschenkligen Dreieck APS und dem Zentriwinkelsatz im Umkreis
des Dreiecks ABS gilt

1
JASP =90° — §<XSPA =90° — «tSBA.
Nach dem Peripheriewinkelsatz im gegebenen Sehnenviereck ABC'D gilt

90° — «xSBA =90° — <xDBA = 90° — <DCA.
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Mit der Winkelsumme im rechtwinkligen Dreieck C'E'S' gilt schlieflich
90° — < DCA = XCSE.

Zusammen gilt somit <ASP = <CSE.

Daher liegen die Punkte P, S und E auf einer Geraden. Diese Gerade steht normal zu DC und daher
auch normal zu ihrer Parallelen (QR. Die Hohe des Dreiecks PQQR durch den Eckpunkt P liegt daher
auf der Geraden PS. Analog zeigt man, dass die Hohe durch den Punkt @) auf der Geraden Q.S liegt.

Daher ist S der Hohenschnittpunkt des Dreiecks PQR. Da die Gerade BD normal auf ihre Strecken-
symmetrale PQ steht und durch S geht, muss auf dieser Geraden der Punkt R liegen.

(Karl Czakler) [

Lésung 2. Wir betrachten gerichtete Winkel modulo 180° (oder alternativ: wir betrachten hier nur den
Fall, dass die beiden Winkel <<AC'B und xBAC spitz sind und miissten alle anderen Fille analog
betrachten).

D

Abbildung 2: Aufgabe 1, Losung 2

Es sei M der Mittelpunkt von BS, siehe Abbildung 2l Da QR || CD und PR || AD gilt, gilt auch
SADC = <PRQ.
Da @ der Umkreismittelpunkt von BC'S ist, gilt nach dem Zentriwinkelsatz

AMQEQB = 1SCB = <ACB.
Nach dem Peripheriewinkelsatz im gegebenen Sehnenviereck ABC'D folgt
JACB = <ADB.

Wir haben damit
IMQ@B =<ADB (1)

bewiesen.



Nach der Winkelsumme im rechtwinkligen Dreieck QM B und gilt
IQBS = LQBM =90° — <MQ@QB =90° — <ADB.

Analog gilt auch
ISBP =90° — <BDC,

und wir erhalten somit

LQBP = <QBS +¥<SBP
= (90° — <ADB) + (90° — < BDC)
= 180° — (¥ADB + <BDC(C)
= 180° — xADC
= 180° — < PRQ.

Wir sehen also, dass PBQ R ein Sehnenviereck ist. Nach und dem Peripheriewinkelsatz im Sehnen-
viereck PBQR gilt

4ADB = <MQB = <PQB = <PRB,

woraus zusammen mit der Parallelitdt von AD und PR folgt, dass R wie behauptet auf BD liegt.
(Theresia Eisenkdlbl) O

Losung 3. Wir betrachten gerichtete Winkel modulo 180°.
Sei Ry der Schnittpunkt der Parallelen zu AD durch P mit BD und sei Ry der Schnittpunkt der

Parallelen zu DC' durch @) mit BD, sieche Abbildung [3| Wenn wir zeigen, dass Ry = R», so sind wir
fertig.

D

Abbildung 3: Aufgabe 1, Losung 3, wobei PRy und Q) R, fiir die Skizze jeweils um 3° gedreht wurden,
damit R; und Ry vorerst nicht zusammenfallen



Wir bezeichnen den Schnittpunkt von BP mit AD mit X und den Schnittpunkt von B@Q mit DC'
mit Y. Nach dem Strahlensatz in den Dreiecken BPR; und BX D sowie BQ) R, und BY D reicht es zu
zeigen, dass BP : BX = B(Q : BY.

Sei ¢ = XASB und a := ¥{BAD = < BAX. Nach dem Zentriwinkelsatz im Umkreis des Dreiecks
ABS gilt XAPB = 2y, daher <PBA = 90° — ¢ und somit <AXB = 90° — a + ¢. Nach dem Sinussatz
gilt BX = ABsina/sin(90° — a + ¢) und 2BP = AB/sin . Daraus folgt

BP  sin(90° —a+¢)  cos(a— )
BX  2singsina 2singsina’

Fir BQ : BY ergibt sich analog ein Ausdruck, wo o und ¢ durch 180° — o bzw. 180° — ¢ zu ersetzen
sind, was am Ergebnis letztlich nichts dndert.
(Clemens Heuberger) [

Aufgabe 2. In der Ebene liegen 2020 Punkte, von denen einige schwarz und die restlichen grin sind.
Fiir jeden schwarzen Punkt gilt: Es gibt genau zwei grine Punkte, die den Abstand 2020 von diesem
schwarzen Punkt haben.
Man bestimme die kleinstmaogliche Anzahl von griinen Punkten.
(Walther Janous)

Antwort. Die kleinstmdgliche Anzahl sind 45 griine Punkte.

Lésung 1. Wir definieren ,,griine Kreise als Kreise mit einem griinen Mittelpunkt und mit Radius 2020.
Schwarze Punkte diirfen geméf Angabe nur dort liegen, wo genau zwei griine Kreise einander schneiden.

Wenn man g griine Kreise hat, kann sich jeder mit jedem hochstens zwei Mal schneiden, es gibt also
maximal (g) -2 = g? — g schwarze Punkte (oder sogar noch weniger, wenn in manchen der Schnittpunkte
mehr als zwei griine Kreise einander schneiden). Zahlt man noch die g griinen Punkte hinzu, gibt es
daher insgesamt maximal ¢°> — g + g = g*> Punkte.

Wegen 442 < 2020(< 45%) bendtigen wir somit mindestens 45 griine Punkte.

Wir versuchen nun, 45 griine Kreise so zu platzieren, dass sich jeder mit jedem zwei Mal schneidet
und es keinen Punkt gibt, in dem drei oder mehr Kreise einander schneiden.

Ein Beispiel einer moglichen Konstruktion geben wir an, indem wir irgendwo in der Ebene eine
Strecke AB mit einer Lange kleiner als 4040 wahlen und die Mittelpunkte der griinen Kreise beliebig
darauf platzieren.

Es ist klar, dass je zwei Kreise einander zwei Mal schneiden, weil die Distanz der Mittelpunkte
weniger als der zweifache Radius ist.

Weiters léasst es sich leicht nachpriifen, dass keine drei Kreise einander in einem Punkt schneiden, weil
der Normalabstand eines Schnittpunktes zu AB umso kleiner ist, je weiter die Mittelpunkte auseinander
liegen. Géabe es einen Punkt S, durch den drei Kreise ky, ko und k3 gehen, so miisste fiir deren
Mittelpunkte daher MMy = MyMs = M;M; gelten, was nicht moglich ist, da die Mittelpunkte ja
alle auf einer Geraden liegen.

Deshalb erhalten wir insgesamt 1980 paarweise Schnittpunkte der 45 Kreise. Wenn wir
alle bis auf fiinf von ihnen schwarz farben, haben wir die gewiinschte Konfiguration mit 45+ (1980 —5) =
2020 Punkten erhalten.

Eine Konstruktion mit 45 griinen Punkten ist somit tatsédchlich moglich, womit dies die kleinstmog-
liche Anzahl ist.

45-(45—1) o
BB 9 =

(Walther Janous, Birgit Vera Schmidt) O

Lésung 1a. Statt Kreise mit griinen Mittelpunkten zu betrachten, kénnen wir auch Kreise mit schwarzen
Mittelpunkten betrachten.

Dass genau zwei griine Punkte im Abstand 2020 von einem schwarzen Punkt liegen, bedeutet in
anderen Worten: Sie liegen auf einem Kreis mit Radius 2020 und einem schwarzen Mittelpunkt.
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Betrachten wir ein beliebiges Paar von zwei griinen Punkten, so kénnen diese auf hochstens zwei
solchen Kreisen liegen (da ein Kreis durch Radius und zwei Punkte auf der Kreislinie eindeutig bestimmt
ist bis auf Spiegelung an der Geraden durch die zwei Punkte).

Wenn wir alle moglichen Paare griiner Punkte betrachten, erhalten wir damit wieder, dass es maximal

2- (‘27) schwarze Punkte geben kann, und setzen fort wie in Losung .

Bemerkung. In Losung[I]haben wir pro Paar von griinen Punkten genau zwei Schnittpunkte der Kreise mit diesen
als Mittelpunkt gefunden, mussten danach einige der Schnittpunkte eventuell noch verwerfen, weil sich dort mehr
als zwei Kreise schneiden, und konnten letztlich maximal gleich viele schwarze Punkte wie Schnittpunkte haben.
Dagegen haben wir hier bereits etwas direkter gezeigt, dass wir pro Paar von griinen Punkten maximal 2 schwarze
Punkte haben kénnen.

(Walther Janous) [

Losung 1b. Wir geben eine weitere Moglichkeit an, 45 griine Punkte so zu platzieren, dass die Kreise mit
Radius 2020, die diese Punkte als Mittelpunkte haben, jeweils zwei Schnittpunkte miteinander haben
und in keinem Punkt mehr als zwei dieser Kreise einander schneiden.

Dazu wahlen wir einen Kreis £ mit Radius kleiner als 2020 und darauf 45 griine Punkte. Wir
betrachten Kreise mit Radius 2020 um jeden dieser griinen Punkte. Es ist klar, dass jeder dieser Kreise
jeden anderen dieser Kreise schneidet. Zu zeigen bleibt, dass keine Schnittpunkte zusammenfallen.

Betrachten wir dazu einen beliebigen Schnittpunkt S zweier Kreise, so hat der Kreis mit Mittel-
punkt S und Radius 2020 genau zwei Schnittpunkte mit k, ndmlich die beiden griinen Punkte, aus
deren Kreisen er entstanden ist. Somit liegt kein weiterer griiner Punkt im Abstand von 2020 zu S.

(Clemens Heuberger) [

Losung 1c. Wie zuvor versuchen wir 45 griine Punkte so zu platzieren, dass die Kreise mit Radius 2020,
die diese Punkte als Mittelpunkte haben, jeweils zwei Schnittpunkte miteinander haben und sich kein
Schnittpunkt auf drei Kreisen befindet.

Wir wéhlen die griinen Punkte nun sukzessive einen nach dem anderen. Einerseits achten wir darauf,
dass der neue griine Punkt gentigend nahe bei den bisherigen ist, was garantiert, dass sich sein Kreis mit
den bisherigen Kreisen, die ja denselben Radius haben, in jeweils zwei Punkten schneidet. Andererseits
mochten wir vermeiden, dass der neue Punkt Abstand 2020 zu einem der bisherigen Schnittpunkte hat.
Somit miissen wir die endlich vielen Kreise mit Radius 2020 um die bisherigen Schnittpunkte vermeiden.
Das sind aber lediglich endlich viele verbotene Kreise in einem zweidimensionalen Bereich, somit bleiben
unendlich viele Punkte mit den gewiinschten Eigenschaften zur Wahl und wir kénnen unsere 45 Punkte
geeignet wahlen.

Es gibt nun viele Moglichkeiten, Spezialfélle dieser Konstruktion anzugeben, indem man bei der Wahl
der Punkte grofere Einschrankungen trifft, zum Beispiel, dass alle auf einer Strecke oder einem Kreis
liegen.

(Theresia Eisenkdlbl) O

Lésung 1d. Wir geben eine weitere Moglichkeit an, 45 griine Punkte so zu platzieren, dass die Kreise mit
Radius 2020, die diese Punkte als Mittelpunkte haben, jeweils zwei Schnittpunkte miteinander haben
und sich kein Schnittpunkt auf drei Kreisen befindet.

Da die Kreise denselben Radius haben, haben sie automatisch zwei Schnittpunkte, wenn die Mit-
telpunkte nicht zu weit voneinander entfernt sind. Drei Kreise konnen sich nur dann im selben Punkt
schneiden, wenn die drei Mittelpunkte von diesem Punkt den Abstand 2020 haben, was bedeutet, dass
die drei Punkte auf einem Kreis mit Radius 2020 liegen.

Wir wahlen jetzt beliebige 45 Punkte in der Ebene als griine Punkte und &ndern dann den Mafstab
so, dass alle gewiinschten Eigenschaften erfiillt sind. Dazu verkleinern wir das gesamte Bild solange, bis
die Abstédnde geniigend klein sind, damit die zugehorigen Kreise immer zwei Schnittpunkte haben. Um
dann noch zu verhindern, dass einer der endlich vielen auftretenden Kreise durch drei oder mehr griine
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Punkte Radius 2020 hat, miissen wir einfach zusétzlich die endlich vielen ungiinstigen Skalierungen
vermeiden, indem wir zum Beispiel das Bild so weit verkleinern, dass alle Radien kleiner als 2020 sind.
Auch dieser Zugang inkludiert die anderen Konstruktionen als Spezialfélle. Man sieht nun, dass das
Legen der Punkte auf eine Strecke oder einen Kreis besonders giinstig ist, weil es keinen oder nur einen

Kreis durch drei oder mehr griine Punkte gibt, auf dessen Radius man aufpassen muss.
(Theresia Eisenkdlbl) [

Aufgabe 3. Seien a eine feste positive ganze Zahl und (e,,) die Folge, die durch eq = 1 und

n—1
e, = a-+ H €
k=0
fiirn > 1 definiert ist.

(a) Man zeige, dass es unendlich viele Primzahlen gibt, die ein Element der Folge teilen.

(b) Man zeige, dass es eine Primzahl gibt, die kein Element der Folge teilt.

(Theresia Eisenkilbl)

Losung 1.
Lemma. Es gilt ggT(a,e,) =1 fiir alle n > 0.

Beweis. Wir zeigen mit Induktion nach n, dass ggT(a,e;) = 1 fiir alle natiirlichen Zahlen k£ < n.
Fiir n = 0 ist das offensichtlich. Fiir den Induktionsschritt von n — 1 auf n beobachten wir, dass
geT(a,e,) = ggT(a,a + HZ;S er) = ggT(a, HZ;& er) = 1 gilt, weil ggT(a,a + b) = ggT(a,b) fir
alle ganzen Zahlen b gilt und a nach Induktionsvoraussetzung zu jedem Faktor e mit £ < n —1
bereits teilerfremd ist. Das beweist das Lemma. "

Und jetzt spielen wir fiir den ersten Teil die Sache wie dereinst angeblich Euklid. Seien py, ...,
pn verschiedene Primzahlen, die jeweils mindestens ein Folgenglied teilen, so gibt es ein gewisses M,
sodass jede dieser Primzahlen mindestens eines der Folgenglieder e, mit n < M teilt. Damit teilt jede
dieser Primzahlen Hy:?)l er, aber laut Lemma nicht a, somit kann keine dieser Primzahlen e, teilen. Da
offenkundig ey, > 1 gilt, muss es einen Primteiler von e,; geben, der noch nicht auf der Liste ist. Somit
kann man immer eine weitere neue Primzahl zur Liste hinzufiigen und erhélt unendlich viele Primzahlen.

Fiir den zweiten Teil betrachten wir zunéchst den Fall a # 1. Dann gibt es eine Primzahl, die a teilt.
Nach dem obigen Lemma teilt diese Primzahl kein Element der Folge.

Sei also jetzt a = 1. Wir setzen m,, == [[;_, ex fiir n > 0. Aus der Rekursion fiir die gegebene Folge
ergibt sich m,, 11 = mye, = m,(1 4+ m,) und mg = 1. Modulo 5 ergeben sich m; =2 (mod 5), my = 1
(mod 5). Da jeweils m,,; nur von m,, abhéngt, ist damit m,, stets kongruent zu 1 oder 2 modulo 5 und
damit sicher nie durch 5 teilbar. Aus der Definition von m,, ergibt sich sofort, dass e, ein Teiler davon
ist und somit auch nie durch 5 teilbar ist.

(Clemens Heuberger) [

Losung 2. Wir nehmen an, es gibt nur endlich viele Primzahlen, die Folgenglieder teilen.

Zuerst stellen wir fest, dass die Folge (e,,) streng monoton wachsend ist und daher lauter verschiedene
Elemente enthélt, da das Produkt grofser oder gleich e,,_; ist und dann a dazu kommt.

Nehmen wir nun weiter an, dass es unter den endlich vielen Primzahlen, die Folgenglieder teilen, eine
Primzahl p gibt, die zwei Folgenglieder e,, und e,, m < n mit einem Exponenten gréfer als k = v,(a)
teilt. Dann gilt: p**' teilt e, und HZ;(I) ex, aber pF*1 teilt nicht a. Das ist aber im Widerspruch zur
Rekursionsgleichung.



Daher gibt es fiir jede der endlich vielen Primzahlen hochstens ein Folgenglied, das von ihr mit einem
hoheren Exponenten als dem Exponenten in a geteilt wird.

Fiir jedes Folgenglied sind daher entweder alle Exponenten der endlich vielen Primzahlen kleiner oder
gleich den jeweiligen Exponenten in a und es ist damit Teiler von a, oder mindestens eine der endlich
vielen Primzahlen hat einen Exponenten grofer als in a. Da es nur endlich viele Teiler von a gibt und
es im zweiten Fall hochstens ein Folgenglied pro Primzahl dieser Art geben kann, ergibt das nur endlich
viele Méglichkeiten fiir die Folgenglieder, die aber, wie oben bewiesen, alle verschieden sein miissen.

Das ist ein Widerspruch zur Annahme und es muss tatséchlich unendlich viele Primzahlen geben,
die als Teiler von Folgengliedern auftreten.

Fiir den zweiten Teil erledigen wir den Fall a # 1 wie in der Losung [1| und betrachten fiir den Fall
a = 1 wieder die Folge modulo 5. Wir nennen die Produkte wieder m,, = szo eL.

Wir rechnen uns jetzt mit e,, = 1 + m,,_; und m,, = m,,_1e, schrittweise beide Folgen modulo 5
aus. Da das Paar (e, m,) nur von den Werten (e,_1,m,_1) abhéngt, wissen wir, dass sich die Werte
wiederholen, wenn wir dasselbe Paar wiederfinden.

Die Rechnung ergibt

e, (mod5)|m, (mod5)

W N~ O3
W N W N
— N = N

Also nimmt e, modulo 5 nur die Werte 1, 2 oder 3 an und ist somit niemals durch 5 teilbar.
(Theresia Eisenkolbl) [

Lésung 2a. Wir geben hier noch ein Alternativargument fiir den Fall a = 1 des zweiten Teils an.
Fiir a = 1 erhalten wir fiir n > 2, dass

n—1
en— 1= H er = ep_1(en_1 —1).
k=0

Es gilt also e, =€ | —e,_1 + 1 fiir n > 2 mit ¢g = 1 und e; = 2. Daraus folgt nach Multiplikation mit
4 sofort, dass
de, = (2e,1 — 1)* 4+ 3.

Damit dieser Ausdruck durch eine Primzahl p teilbar werden kann, muss —3 ein quadratischer Rest
modulo p sein. Wir {iberlegen uns also, wann —3 fiir eine Primzahl p # 2, 3 ein quadratischer Rest ist:
Dann gilt unter der Verwendung der Eigenschaften des Legendre-Symbols

()-G) )=o)

Sei also p # 2 eine Primzahl mit p = 2 (mod 3) (z.B. 5, 11, 17 oder die unendlich vielen anderen
Primzahlen mit dieser Eigenschaft, die nach dem Satz von Dirichlet existieren). Dann ist p sicher kein
quadratischer Rest modulo 3, da 2 kein quadratischer Rest modulo 3 ist und es ist also e, fir n > 2
sicher nicht durch p teilbar. Die Anfangswerte eg = 1 und e; = 2 sind natiirlich auch nicht durch p # 2
teilbar, also teilt p kein Element der Folge.

(Theresia Eisenkélbl, Birgit Vera Schmidt) [

Aufgabe 4. Man bestimme alle Funktionen f: R — R, sodass

fafly) +1) =y + f(f(2)f(y))

fir alle x, y € R gilt.
(Theresia Eisenkdlbl)



Antwort. Die einzige derartige Funktion ist f(z) =x — 1, z € R.

Léosung 1. Durch Betrachten der Variablen y sieht man sofort, dass die Funktion f injektiv ist, denn aus
f(a) = f(b) folgt unter Verwendung der Funktionalgleichung fiir y = a und y = b, dass

a= f(zfla)+1) = f(f(z)f(a)) = f(zf(0) +1) = f(f(x) (b)) =D.
Wir setzen nun y = 0 und erhalten wegen der Injektivitat
zf(0) +1 = f(z)f(0).

Wiére f(0) = 0, dann wiirde sich 1 = 0 ergeben, dieser Fall kann also nicht eintreten. Damit kann
man durch f(0) dividieren und erhélt f(x) = = + ¢ fiir eine Konstante c.
Beim Einsetzen in die urspriingliche Funktionalgleichung erhalten wir wegen

r(y+e)+l+ec=y+(x+c)(y+c)+c
= l=y(l+c)+c

die Bedingungen ¢ = —1 (Koeffizient von y) und ¢* = 1 (konstanter Term). Somit ist die einzige Losung

flz)=2—1.
(Theresia Eisenkslbl) [

Lésung 2. Durch zweimalige Anwendung der Gleichung fiir (x,y) und (y, z) erhalten wir

flxfy) +1) —y=f(f(2)f(y) = f(fw)f(x)) = flyf(x) +1) — =

In dieser neuen Gleichung
fafy)+ 1) —y=flyflx)+1)—=
setzen wir jetzt y = 0 und erhalten
flaf0)+1) = f(1) — .

Im Fall f(0) = 0 ergibt sich sofort ein Widerspruch, da f(1) — x nicht fiir alle  denselben Wert
annehmen kann. Also kénnen wir = (¢ — 1)/ f(0) setzen und erhalten

f)=f(1) =@t —-1)/f(0) =at +b, t €R,

fiir geeignete Werte a und b.
Einsetzen in die gegebene Gleichung liefert

a(z(ay+b)+1)+b=y+alax +b)(ay +b) +b

fiir alle reellen x und y.
Das ist durch Koeffizientenvergleich dquivalent zu

a® = a®

ab = a%b

0=1+da’
a+b=ab®+0.

Aus der dritten Gleichung ergibt sich sofort, dass a und b nicht Null sein konnen, also folgt aus der
zweiten Gleichung, dass a = 1 ist und somit wegen der dritten Gleichung b = —1 ist. Dieses Paar erfiillt
aber auch alle vier Gleichungen, somit ist f(z) = z — 1 die einzige Losung der Funktionalgleichung.

(Theresia Eisenkdlbl) [



Lésung 3. Wir betrachten im Folgenden eine etwas erweiterte Fragestellung.
Sei « eine reelle Zahl.
Man bestimme (in Abhéngigkeit von «) alle Funktionen f: R — R, sodass

flafy) +a)=y+af(f(x)f(y))

fiir alle x, y € R gilt.
Wir unterscheiden im folgenden Beweis zwei Fille.

e Fiir a =0 hat f(xf(y)) =y fiir alle reellen z und y zu gelten. Deshalb erhalten wir mit z = 0 den
Widerspruch f(0) = y fir alle y € R.

e Sei im Weiteren o # 0. Wir setzen C' = f(0).
Mit x = 0 folgt f(a) =y + af(Cf(y)) fir y € R. (Daraus folgt insbesondere C' # 0. Andernfalls
hétten wir f(a) =y + af(0), also f(a) =y fir alle y € R.)
Dagegen ergibt y = 0, dass f(Cx + a) = af(Cf(x)) fir z € R.

Aus diesen zwei Gleichungen erhalten wir f(Cz+a) = f(a)—xz fir x € R. Mit Hilfe von w = Cz+a

ergibt sich daraus
w—

C
Fiir w = 0 erhalten wir f(a) = C' — &. Folglich gilt

, we R

f(w):C—%,weR

und unserer Funktionalgleichung lautet damit

C_wzyﬁra((]—w)

C C
sl omaricnalo2)(e- )
= CQ_Cx+x—g—Oé=C’y+ax+ay—a%.

Weil dies fiir alle reellen Zahlen x und y zu gelten hat, wéhlen wir speziell x = 0 und erhalten die
fiir alle y giiltige Gleichung
C?* —a=y(C+a)

und es miissen folglich C'+ o = 0 und C? — a = 0 sein. Daraus folgen C? + C = 0, also C' = —1
(wegen C' # 0), und o = 1. Man {iiberpriift aber umgekehrt leicht, dass f(z) = x — 1 fiir @ = 1
tatséchlich eine Losung ist.

Deshalb ist die Funktionalgleichung genau fiir a = 1 16sbar und hat die Funktion f(z) =z — 1, z € R,
als eindeutige Losung.

(Walther Janous) [

Lésung 4. Wir wiirden gerne die Variablen so wéhlen, dass die beiden Argumente gleich werden und
damit fast alles in der Gleichung wegfallt. Wir hatten also gerne

Da x hier sowohl als einzelne Variable als auch als f(z) im Ausdruck auftaucht, driicken wir lieber
f(y) aus und erhalten



Hier gibt es zwei Schwierigkeiten: Der Nenner darf nicht Null sein und es muss dann auch ein
passendes y geben, sodass f(y) diesen Wert annimmt. Wir 16sen das zweite Problem zuerst, indem wir
Surjektivitat zeigen.

Dazu setzen wir x = 0 in die urspriingliche Funktionalgleichung ein, damit der linke Ausdruck
konstant wird. Dann nimmt

O f(y) =F1) -y

sicher alle reellen Werte an, wenn y alle reellen Werte durchléuft, also ist f surjektiv wie gewiinscht.
Insbesondere kann die linke Seite nicht konstant sein und es gilt somit f(0) # 0.

Nehmen wir jetzt an, dass es ein zg gibt, sodass f(zg) # xo. Wir setzen dieses z( ein und wéahlen
y so, dass f(y) = m Damit wird die urspriingliche Funktionalgleichung zu 0 = y, da die anderen
Terme gleich sind. Damit gilt

1
() —
Somit gilt fiir jedes z, dass entweder f(z) = x oder f(z) =x + ﬁ =z +ec

Nehmen wir jetzt an, dass es einen Wert a mit f(a) = a gibt und setzen x = a in die urspriingliche
Funktionalgleichung ein. Das ergibt

flaf(y)+1) =y + flaf(y)).

Die moglichen Werte links sind af(y) + 1 und af(y) + 1 + ¢. Die moglichen Werte rechts sind
y+af(y) und y + af(y) + ¢. Wenn man die vier moglichen Kombinationen durchprobiert, erhilt man
y=1y=1+c¢,y=1—cund y = 1. Fiir alle anderen y ergibt sich also sofort ein Widerspruch.

Somit gilt f(z) = x + ¢ fiir alle x € R und wir erhalten wie zuvor aus der Probe, dass f(z) =z — 1
die einzige Losung ist.

(Theresia Eisenkolbl) [

Aufgabe 5. Sei h ein Halbkreis mit Durchmesser AB. Es wird ein beliebiger Punkt P im Inneren der
Strecke AB gewdihlt. Die durch P verlaufende Normale auf AB schneide h im Punkt C'. Die Strecke PC
zerlegt die Halbkreisfliche in zwei Teile. In jeden davon werde jener Kreis eingeschrieben, der AB, PC
und h beriihrt. Die Beriihrpunkte der beiden Kreise mit AB werden mit D und E bezeichnet, wobei D
zwischen A und P liege.
Man beweise, dass die Grofie des Winkels sxDC'E nicht von der Wahl von P abhdngt.
(Walther Janous)

Lésung 1. Wir bezeichnen jenen der beiden eingeschriebene Kreise, der AB in E beriihrt, mit k. Weiters
bezeichnen wir den Beriihrpunkt von &£ und h mit U und den Beriihrpunkt von & und PC mit V, siehe
Abbildung [4] Weiters sei K der Kreis, der zur Hélfte aus h besteht.

Lemma. Die Punkte U, V und A liegen auf einer Geraden.

Beweis. Der gemeinsame Beriihrpunkt U von k£ und K ist das Zentrum einer Streckung, die k
auf K abbildet. Daher wird auch der Beriihrpunkt mit der Tangente normal auf AB auf den
Beriihrpunkt mit der Tangente normal auf AB abgebildet. Das heifst, dass V' auf A abgebildet
wird. Damit liegen U, V und A auf einer Geraden. "

Lemma. Es gilt AC = AE.

Beweis. Aus Lemma [I] folgt, dass die Dreiecke APV und AUB &hnlich sind, da sie einen ge-

meinsamen Winkel und jeweils einen rechten Winkel haben. Also gilt: 4% = 42 und damit

AP AU
AV - AU = AP - AB.

10



Abbildung 4: Aufgabe 5, Losung 1

Unter Verwendung der Potenz von A am Kreis k erhalten wir damit aber
AE? = AV - AU = AP - AB.

Andererseits gilt nach dem Kathetensatz im Dreieck ABC', dass AC? = AP - AB. Also folgt
AC = AFE wie gewiinscht. "

Daraus folgt wegen des gleichschenkeligen Dreiecks AEC, dass
JPCE =90° — <AEC = <CAB/2 = (90° — <ABC)/2 = <PCB/2.

Die Gerade C'E ist also die Winkelsymmetrale von PC'B. Analog ist C'D die Winkelsymmetrale von
ACP.
Damit gilt <« DCE = <ACB/2 = 45° unabhéngig von der Wahl von P.
(Theresia Eisenkdlbl) O

Lésung 2. Wir verwenden die in einem rechtwinkligen Dreieck iiblichen Bezeichnungen a = BC, b = AC,
¢ = AB und p = AP. Den Mittelpunkt von AB bezeichnen wir mit O. Wie in Losung (1| sei k& derjenige
eingeschriebene Kreis, der AB in E beriihrt, sein Mittelpunkt und sein Radius seien mit M bzw. r
bezeichnet, und U sei der Punkt, in dem sich i und & beriihren, siehe Abbildung [5]

Zunéchst mochten wir r aus den iibrigen Groken bestimmen. Damit erhalten wir folgendes Lemma,
welches zum zweiten Lemma aus Losung (1] Aquivalent ist.

Lemma. Es gilt r = b — p.

Beweis. Da die Tangenten in U an h und k iibereinstimmen, muss M auf der Geraden OU liegen.
Damit muss OM = OU — MU = § —r gelten. Nach Konstruktion gilt PE' = ME = r. Aus dem
rechtwinkligen Dreieck OFE M erhalten wir

C 2 c\ 2
<§_T) :OM220E2+EM2:<]9+T—§> +T27
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Abbildung 5: Aufgabe 5, Losung 2

was auch im Fall, dass F zwischen A und O liegt oder dass £ = O gilt, giiltig bleibt, obwohl dann
p+r — 5 <0 gilt. Daraus folgen

=)' e e
und damit durch Umstellen und den Kathetensatz
(r+p)* =pc="’
und somit r + p = b. "
Lemma. Die Gerade C'E ist die Winkelsymmetrale des Winkels PC B.

Beweis. Da die Winkelsymmetrale die gegeniiberliegende Dreiecksseite im Verhéltnis der anlie-
genden Seiten teil:u, stellen wir zunéchst diese beiden Verhéltnisse in unseren Variablen dar. Unter
Verwendung der Ahnlichkeit der Dreiecke C'PB und AC B erhalten wir

PE r _b—p
EB c¢—p—1r c¢—=V
CpP _AC b
CB  AB ¢

Die Verhaltnisse sind genau dann gleich, wenn
ch — pc=be — b <= pc=17,
was genau die Aussage des Kathetensatzes ist. m

Wie in Losung [I] folgt daraus die Behauptung der Aufgabe.
(Clemens Heuberger) [
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Lésung 3. Wir fiihren einen vektoriellen Beweis. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit seien A =
(—1,0), B = (1,0) und P = (u,0) mit —1 < u < 1. Den Ursprung bezeichnen wir mit O = (0,0).
Wir bezeichnen jenen der eingeschriebenen Kreise, der AB in E beriihrt, mit ky. Seinen Mittelpunkt
bezeichnen wir mit M, und seinen Radius mit r5. Den Beriihrpunkt zwischen ks und h bezeichnen wir
mit Us.

Da ks die Strecken AB und PC beriihrt, muss

m=p ()= (1) @)

gelten. Da die Tangenten an h und k in U, gleich sind, muss M, auf der Geraden durch Us; und O liegen.
Da OU; = 1 und MyUy = 1y, folgt OMy =1 — 7y, also laut , dass

(u+19)* + 75 = (1 —19)%,
was aquivalent zu
i+ 21 +u)ry+u?—1=0

ist. Daraus ergibt sich ro = —1 —u + 1/2(1 + u), da ro > 0 gelten muss und 1+ u > 0 gilt.
Fiir den Radius 7 des anderen eingeschriebenen Kreises erhalten wir analog (es reicht, v durch —u

zu ersetzen), dass 1 = —1 +u + /2(1 — u).

Daraus ergeben sich die Koordinaten von D = (u —r1,0) = (1 — 1/2(1 — u),0), E = (u + 79, O) =

(—14++/2(1 +u),0) und C' = (u, v/1 — u?). Mit den Substitutionen o = /(1 +u)/2und 8 = /(1 —u)/

ergeben sich
(1 —u—2(1—u)\ _ [(282-28\ _ 5—1
D (A% ) - () - ()

EE::(—1—fj%¥§g?35)::(—%i;}kozzza({;f>'

Wir bestimmen nun den Cosinus des von den Vektoren C"ﬁ und C@ eingeschlossenen Winkels ¢ als
5—1 (1«
—a —8
B—-1\| |(1=a\|
— —8
Mit der Beobachtung o + 3% = 1 erhalten wir nach Quadrieren

(B-DA-a)+af)? (a+B-1)
(B=1)2+a)((@—1)>+52)  (2-28)(2—2a)
1 24208 —-2a—28 1
"4 1-a-B+aB 2

cos p = '

cos? o =

Da ¢ = <DCFE < SACB = 90°, ist damit ¢ = 45° und somit von P unabhéngig.
(Clemens Heuberger) [

Lésung 4. Wir bemerken zuerst: Weil D und E auf der Strecke AB liegen und < ACB = 90° gilt, folgt
S<DCE < 90°.

Mit Hilfe einer Zeichnung fiir den Fall, dass P der Mittelpunkt O von AB ist, gelangt man zur
Vermutung < DC'E = 45°, die wir im Weiteren beweisen werden.

O.B.d. A. sollen der Radius von h gleich 1 sein und P auf der Strecke OB liegen (P # B). Sei
OP = u. Dann gilt 0 < u < 1. Fiir den Radius ry des Kreises, der AB im Punkt E beriihrt und dessen
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Mittelpunkt wir mit M bezeichnen, ergibt sich wie in Losung[3]aus dem rechtwinkeligen Dreieck O E M,
dass

ro=—(u+1)+v2+2u
—= r=Vi+tulV2-VI+u).

In entsprechender Weise erhélt man fiir den Radius r; des anderen eingeschriebenen Kreises, dass
r=vV1—u(vV2 - v1—u).
Mit dem Hohen- oder dem Sehnensatz erhélt man
PC?*=AP-PB=(1+u)(1—u)=1-—u’

Fir ¢ = <DCP und ¥ = < PCE, also {DCE = ¢ + 1, haben wir

T2
CP’

Deshalb kénnen wir unsere Behauptung folgendermafsen dquivalent umformen:

tan o = % und tanvy =

SDCE = 45°
tan(¢ +¢) =1
tan + tanty 1
1 —tanptany

tanp +tany = 1 — tan ptany
tan ptan 4+ tanp +tany + 1 = 2
(tangp + 1)(tany) + 1) = 2
(ri + CP)(ry + CP) = 2CP*.

111e 10

Es ist aber

ro+CP=vVI+u(V2—vVitu)+V/I-w)(l+u) =vVI+uvV2—VIitu+vV1—u)

und in entsprechender Weise

r1+C'P:\/1—u(\/_—\/1—u+\/1—|—u).

Wegen
V2= VIitu+VI—w)(V2—VI—u+VIitu)=2—(VItu—vI—u)?

=2—1—u—1+u+2y/(1 —u)(l+u)
=2V1 —u?

ergibt sich schliefslich
(r1 + CP)(ry + OP) = 2(1 — u?®) = 2CP?

und wir sind am Ende des Beweises.

(Walther Janous) [

Aufgabe 6. Die Spieler Alfred und Bertrand legen gemeinsam ein Polynom z™ + a,_12™" 1 + -+ + ag
mit dem vorgegebenen Grad n > 2 fest. Dazu wéhlen sie in n Ziigen abwechselnd den Wert jeweils eines
Koeffizienten, wobei alle Koeffizienten ganzzahlig sein miissen und ag # 0 gelten muss. Alfred ist im
ersten Zug an der Reihe. Alfred gewinnt, wenn das Polynom am Ende eine ganzzahlige Nullstelle besitzt.
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(a) Fir welche n kann Alfred den Sieg erzwingen, wenn die Koeffizienten a; von rechts nach links, also

firj=0,1, ..., n—1, festgelegt werden?

(b) Fir welche n kann Alfred den Sieg erzwingen, wenn die Koeffizienten a; von links nach rechts, also

firj=n—1,n—-2,...,0, festgelegt werden?

(Theresia Eisenkdlbl, Clemens Heuberger)

Antwort. In beiden Féllen kann Alfred den Sieg genau dann erzwingen, wenn n ungerade ist.

Liosung 1. (a) Ist Alfred als letzter am Zug, so setzt er einfach 1 ein und erhélt eine lineare Gleichung

in a,_; dafiir, dass 1 eine Nullstelle ist. Da a,,_; mit Koeffizienten 1 in dieser linearen Gleichung
auftritt, besitzt diese eine ganzzahlige Losung.

Ist Bertrand als letzter am Zug, so konnen ganzzahlige Nullstellen nur fiir die Teiler des absoluten
Gliedes entstehen. Damit erhélt er endlich viele lineare Gleichungen im Koeffizienten a,,_; dafiir,
dass einer dieser Teiler des absoluten Glieds eine Nullstelle ist und wéhlt a,,_; eben anders.

Ist Alfred als letzter am Zug, so schreibt er P(z) = 2Q(x) 4 ao. Er wihlt eine ganze Zahl y # 0 mit
Q(y) # 0 (das ist sicher moglich, weil Q(z) nicht das Nullpolynom ist) und setzt ag = —yQ(y).
Dann folgt ag # 0 und P(y) = 0.

Ist Bertrand als letzter am Zug, so schreibt er ebenfalls
P(z) = 2Q(z) + ap

und wiéhlt eine Primzahl p, die weder eine der endlich vielen Nullstellen von Q(z) + 1 = 0 oder
Q(—z)—1 = 0 ist noch gleich —Q(1) oder Q(—1) ist. Er setzt nun ay = p. Die Bedingungen sorgen
dafiir, dass P(£p) # 0 und P(+£1) # 0 gelten und daher P keine ganzzahlige Losung haben kann.

Damit kann Alfred den Sieg genau dann sicherstellen, wenn er zuletzt am Zug ist, also n ungerade

1st.

(Clemens Heuberger) [

Lésung 2. Wenn in Frage (b) Bertrand als letzter drankommt, ist der Grad n gerade. Das Polynom ohne
ag hat also ein Minimum. Wéhlt Bertrand ay geniigend grof, dann hat es gar keine reelle Nullstelle, also
auch keine ganzzahlige.

(Theresia Eisenkdlbl) O
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