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1 Zifferndarstellungen in anderen Basen
Satz 1.1. Sei b > 2. Dann besitzt jede positive ganze Zahl n eine eindeutige Zifferndarstellung
n=ab’+ -+ ab' +ao
zur Basis b mit aj € {0,...,b— 1} und ag # 0. Wir schreiben
n = (aar-1...a100)p.

Im Fall b = 2 spricht man auch von der Binardarstellung von n.

2 ,,Aufeinanderfolgende Quadrate*

Diese Methode, um zu zeigen, dass eine diophantische Gleichung unlésbar ist (bzw. um deren
Losungen zu beschrénken), beruht auf dem folgenden einfachen Satz.

Satz 2.1. Seien b und = ganze Zahlen mit b* < x < (b+ 1)%. Dann ist x kein vollstindiges
Quadrat.

Dieser Satz stellt eine Moglichkeit dar, folgende Aufgabe zu 16sen.
Beispiel 2.2 (LWA 2014/1, Walther Janous). Man bestimme alle Losungen der Gleichung
a>=b-(b+7)

mit ganzen Zahlen a > 0 und b > 0.

3 Vertiefung Teilbarkeit
Der folgende Satz gibt beispielhaft einige Anwendungen der eindeutigen Primfaktordarstellung an.
Satz 3.1. Seien a, b und ¢ ganze Zahlen und p eine Primzahl.
1. Wenn ggT(a,b) =1 und ab = ¢, so sind auch a und b vollstindige Quadrate.
2. Wenn p | a?, dann gilt auch p? | a®.
3. Es gilt a® | (3a)! .
4. Firl<a<p-—1 ist der Binomialkoeffient (Z) durch p teilbar.
Beispiel 3.2 (LWA 2014/1, Walther Janous). Man bestimme alle Losungen der Gleichung
a?=b-(b+7)
mit ganzen Zahlen a > 0 und b > 0.
Beispiel 3.3. Man bestimme alle Losungen der Gleichung
22—y =19

in ganzen Zahlen x und y.



4 Elementare quadratische diophantische Gleichungen in zwei
Variablen

Das folgende Beispiel soll aufzeigen, welcher Typ von Gleichungen und Umformungen in diesem
Abschnitt behandelt werden.

Beispiel 4.1. Man bestimme alle natiirlichen Zahlen z und y mit
922 — 6y — 15y% — 122 — 28y = 29.

Lésung 1. Wir fassen zunéchst derart zu einem vollstdndigen Quadrat zusammen, dass alle Vor-
kommnisse von z in einem Quadrat zusammengefasst werden. Es geht also darum, die Terme 922,
—6xy sowie —122 zu behandeln. Gliicklicherweise ist 9 = 32 und 3 sowohl in —6zy als auch in
—12z enthalten, sodass wir direkt zusammenfassen kénnen:

92% — 6xy — 122 = (3 —y — 2)> —y* —4 — 4y.

Wir setzen 3x — y — 2 = a und erhalten damit aus der urspriinglichen Gleichung

a? — 16y* — 32y = 33.
Wir fassen neuerlich zu einem vollstdndigen Quadrat zusammen:

16y% 4 32y = 16(y + 1)% — 16
Wir erhalten deshalb mit der Substitution b = y + 1 die Gleichung
a® —16b* = 17.

Gliicklicherweise ist 16 ein vollstindiges Quadrat, wir kénnen damit die linke Seite faktorisieren:

(a — 4b)(a + 4b) = 17.

Dab=y+1und y >0, ist b > 1, somit gilt a — 4b < a + 4b. Weiters ist 17 eine Primzahl, wir
kénnen damit 17 nur als Produkt 17 =117 oder 17 = (—1)(—17) schreiben.
Im ersten Fall erhalten wir

a—4b=1

a+4b =17
und nach Addition der beiden Gleichungen 2a = 18, also a = 9 und damit aus der ersten Gleichung
b= 2. Es ergibt sich y +1 =0 =2 und damit y = 1 und 3x — y — 2 = a = 9 und damit 3z = 12

und z = 4. Wir haben somit das Losungspaar (x,y) = (4,1) erhalten.
Im zweiten Fall erhalten wir

a—4b=—-17
a—+4b= -1,
2a = —18, a = —9 und daraus b = 2 und y = 1. Es ergibt sich 3z — y — 2 = —9 und daraus
3z = —6, Widerspruch zu = > 0.
Wir haben damit genau eine Losung (x,y) = (4,1) erhalten. O

Lésung 2. Alternativ kann man die urspriingliche Gleichung als quadratische Gleichung

922 4 (—6y — 12)x + (—15y% — 28y — 29) = 0



in x sehen und diese iiber die Losungsformel 16sen:

—(=6y —12) £ /(—6y — 12)2 —4-9 - (—15y2 — 28y — 29)
6y + 124 /36(y% + 4y +4+ 152 + 28y +29  y+2+ /16y% + 32y + 33
B 18 B 3 ‘

xTr =

Da z eine ganze Zahl ist, ist 16y% 4+ 32y + 33 ein vollstindiges Quadrat, also
16y2 + 32y + 33 = a2

flir eine natiirliche Zahl a.
Wir sehen nun diese Gleichung als quadratische Gleichung in y, I6sen sie mit der quadratischen
Losungsformel und erhalten

-32+,/(32)2-4-16- (33 —a%) —32£./64(16-33+a2) —4++Va2-17
Yy = = = .

32 32 4

Da y eine ganze Zahl ist, ist a? — 17 ein vollstindiges Quadrat, es gibt somit eine natiirliche Zahl
¢ mit a? — 17 = ¢?. Wir schreiben diese Gleichung als

(a—c)a+c)=a*—c*=17

um. Da a und ¢ natiirliche Zahlen sind und 17 eine Primzahl ist, sind a+¢>0und a+c¢ > a —c,
somit folgen a +c=17und a — ¢ = 1, somit 2a = 18, a =9 und ¢ = 8.

Wir erhalten
_ —4+£8
YTy

und damit wegen y > 0 den Wert y = 1. Aus (1) folgt dann

3+9
r=—
3
und damit wegen x > 0 der Wert = = 4.
Somit haben wir das Losungspaar (z,y) = (4,1) erhalten. O

Analog kann man jede quadratische diophantische Gleichung in zwei Unbekannten

ar’ +bry+cy’ +dr+ey+ f=0 (2)
mit bekannten ganzzahligen a, ..., e und f und Unbekannten x und y umformen. Man erhélt
schlieflich die Gleichung

X?4+AY?=12B (3)
oder die Gleichung
X?+CY =B (4)

fiir passende ganze Zahlen A, B und C.

Die Gleichung (4) ist fquivalent zur Kongruenz X? = B (mod C), damit gibt es entweder
keine Losung oder endlich viele Losungen modulo C.

Wenn A > 0, so ist die Gleichung (3) offensichtlich nur fiir B > 0 lésbar. In diesem Fall gibt
es endlich viele Losungen, weil |Y| durch \/B/A beschrankt ist.

Wenn A < 0 und A = —E? fiir eine ganze Zahl F ist, so kann die linke Seite von (3) faktorisiert
werden. Man erhélt aus der Primfaktorzerlegung von B endlich viele Losungen.

Wenn schlieflich A = —D fiir eine positive ganze Zahl D ist, die kein Quadrat ist, so nennt
man die Gleichung Pellsche Gleichung. Diese gehort aber nicht zum Curriculum eines Regional-
wettbewerbs.



Beispiel 4.2 (LWA 2014/1, Walther Janous). Man bestimme alle Losungen der Gleichung
a>=b-(b+7)
mit ganzen Zahlen ¢ > 0 und b > 0.
Manche dieser Methoden lassen sich auch auf mehr als zwei Variablen verallgemeinern:

Beispiel 4.3. Man bestimme alle ganzen Zahlen z, y und z mit z2 + y? + 22 = 10.

5 Vertiefung Kongruenzen

5.1 Division von Kongruenzen

Bekanntlich darf man Kongruenzen addieren, subtrahieren und multiplizieren. Hier soll geklért
werden, wie mit der Division von Kongruenzen umzugehen ist.

Satz 5.1. Seien a, b, ¢ und m ganze Zahlen.
1. Wenn ggT(c,m) =1, so sind ac = be (mod m) und a =b (mod m) dquivalent.
2. Wenn ¢ # 0, so sind ac = bc (mod mc) und a = b (mod m) dquivalent.

3. Wenn ¢ # 0, so sind ac = bc (mod m) und a =b (mod m') mit m' = m/ggT(m,c) dquiva-
lent.

Beweis. 1. Da ggT(m,c) = 1, sind die folgenden Aussagen fdquivalent:

ac=bc (modm) <= m|cla—b) < m|(a—b) < a=b (mod m).

2. Fiir ¢ # 0 sind die folgenden Aussagen dquivalent:
ac=bc (mod mc) <= mc|cla—b) <= m|(a—b) <= a=b (mod m).
3. Fiir ¢ # 0 setzen wir d = ggT(c,m) sowie ¢ = d¢’ und m = dm'. Dann ist ggT(¢/,m’) = 1.
Es gilt
ac=bc (mod m) <= adcd =bdc (mod dm') <= ac' =bc (mod m’)
< a=b (modm),

wobeil nacheinander der zweite und der erste Punkt verwendet wurden.

5.2 Periodizitat von Potenzen modulo m

Wir betrachten hier eine positive ganze Zahl m und fiir eine ganze Zahl a die Folge der Potenzen

a™ modulo m.
Als Beispiel betrachten wir m = 12 und « € {3,5}.

n [0 1 2
3"mod12 |1 3 9
5"mod12 |1 5 1

4
9
1

Tt W W

Wir sehen hier, dass 3" mod 12 gemischt periodisch mit Vorperiodenldnge 1 und Periodenlédnge 2
ist, wohingegen 5™ rein periodisch mit Periodenlénge 2 ist.
Dass dies ein allgemeines Phanomen ist, lehrt der folgende Satz.

Satz 5.2. Seien a € Z und m eine positive ganze Zahl.



1. Die Folge (a™)nen ist periodisch modulo m, d.h., es gibt ein N € N und ein £ > 0, sodass

a" =a"  (mod m)

fiir alle n > N gilt.

2. Falls ggT(a,m) =1, so ist die Folge rein periodisch, d.h. es gibt ein £ > 0, sodass

a"t=a"  (mod m)

fir alle n € N gilt (das entspricht N =0 in obiger Notation).

Beweis. 1. Da es nur endlich viele Reste modulo m gibt, muss es ein £ > 0 und ein N > 0

geben, sodass
a¥" =a™  (mod m) (5)
gilt. Fiir alle n > N gilt dann (durch Multiplikation mit a”~V), dass a”™* = a™ (mod m).
2. Da ggT(a,m) = 1, gilt auch ggT(a”,m) = 1 und wir diirfen a”V aus (5) kiirzen. Somit gilt
a’ =a =1 (mod m). Durch Multiplikation mit a” erhalten wir das gewiinschte Resultat.

O
Beispiel 5.3. Man bestimme die Einerziffer von 3%,
5.3 Kleiner Satz von Fermat
Satz (5) zeigt, dass es fiir ggT(a,m) ein £ > 0 gibt, sodass a* = a° = 1 (mod m) gilt, macht

aber keinerlei Aussage iiber dieses £. Wir zeigen nun, dass im Fall eines Primzahlmoduls mehr
ausgesagt werden kann.

Satz 5.4 (Fermat). Seien p eine Primzahl und a eine nicht durch p teilbare ganze Zahl. Dann gilt
a®”'=1 (mod p). (6)

Beweis. Wir betrachten die Zahlen la, 2a, 3a, ..., (p — 1)a. Diese sind zu p teilerfremd, weil
ggT(a,p) = 1 nach Voraussetzung und ggT(j,p) = 1 fiir 1 < j < p — 1 gilt. Weiters sind die
gennanten Zahlen paarweise inkongruent modulo p: gilte ndmlich ja = ka (mod p) fiir gewisse
0<j<k<p,sowire j =k (mod p) nach Satz 5.1, ein Widerspruch zum gewéhlten Bereich von
7 und k.

Da nun die p — 1 Zahlen la, 2a, ..., (p — 1)a paarweise inkongruent modulo p und zu p
teilerfremd sind, miissen sie alle Reste modulo p aufer 0 durchlaufen.

Multipliziert man alle diese Zahlen zusammen, so erhalt man

(1a)(2a)(3a)...((p—1)a)=1-2-3...(p—1) (mod p),

weil ja links und rechts die gleichen Reste modulo p (lediglich in unterschiedlicher Reihenfolge)
stehen.
Wir fassen die Faktoren a auf der linken Seite zusammen und erhalten

a?'(1-2-3...(p—1))=1-2-3...(p—1) (mod p).

Dal1-2-3...(p—1) zu p teilerfremd ist, diirfen wir dieses Produkt nach Satz 5.1 kiirzen und
erhalten wie gefordert
a®”'=1 (mod p).

O

Multipliziert man (6) mit a, erhélt man folgende Folgerung, die offensichtlich auch fiir a = 0
(mod p) gilt.



Korollar 5.5. Seien p eine Primzahl und a € Z, so gilt
a’ =a (mod p). (7)

Tatséchlich ist diese Folgerung dquivalent zur Aussage des kleinen Satzes von Fermat, da fiir
p 1 a der Faktor a auch wieder gekiirzt werden darf.
Wir geben einen unabhéngigen Beweis des Korollars (und damit des kleinen Satzes von Fermat).

Beweis 2 von Korollar 5.5. Wir beweisen das Korollar durch Induktion nach a.

Fiir a =0 ist 0P = 0 (mod p) zu zeigen, was jedenfalls wahr ist.

Wir nehmen nun an, dass (7) fiir ein ¢ € N gelte. Dann gilt nach dem binomischen Lehrsatz
und Satz 3.1, dass

P
(a+1)P EZ <§> NP =a"+a?=1+4+a (mod p),
7=0

weil ja (?) fiir alle bis auf den ersten und letzten Summanden modulo p wegfillt und o = a
(mod p) laut Induktionsannahme gilt. Damit gilt (7) auch fiir a + 1.

Die Erweiterung auf a € 7Z folgt daraus, dass es bei der Aussage nur um Reste modulo p
geht. O

A Losungen
Lésung von Beispiel 2.2. Fiir b > 10 gilt
(b+3)2 =0 +6b+9<b*+T7b<b>+8b+16= (b+4)?%

somit kann b? + 7b kein Quadrat sein und die Gleichung a? = b(b + 7) hat somit keine Losungen
b > 10.
Fir b € {0,...,9} erhilt man

b |01 2 3 4 5 6 7 8 09,
b(b+7)[0 8 18 30 44 60 78 98 120 144,
a |0 - - - - - - - - 12

Die einzigen Losungen sind damit (a,b) € {(0,0),(12,9)}. O

Lisung von Beispiel 3.2. Seid = ggT(b,b+7). Dad | (b+7) und d | b, gilt auch d | ((b+7)—b) =7,
somit d = ggT(b,b+7) € {1,7}. Wir unterscheiden diese beiden Fille.

1. Es gelte ggT(b,b+ 7) = 1. Dann folgt
b=a2,
b+7=1y°
flir passende ganze Zahlen x und y mit 0 < z < y. Es folgt

2

T=y*—a?=(y—a)(y +a).

Da beide Faktoren der rechten Seite positiv sind und 7 eine Primzahl ist, folgt y —x = 1
und y+ 2z =7und somit y =4, r=3,06=9,b+7=16 und a = zy = 12.

2. Es gelte ggT(b,b+ 7) = 7. Dann folgt

b= 722,
b+7="Ty?



flir passende ganze Zahlen x und y mit 0 < z < y. Es folgt
T=TY -T2 =T(y—2)(y+2) <= 1=y —2z)(y+z).

Die einzige mogliche Faktorisierung ist y —x = y+x =1, also = 0 und y = 1, woraus sich
b= 0 und a = 0 ergeben.

Die einzigen beiden Losungen (a,b) sind somit (0,0) und (12,9). O

Lésung von Beispiel 3.3. Aus x® — y® = 19 ergibt sich wegen der Monotonie der dritten Potenz
sofort = > y.
Faktorisieren der linken Seite ergibt

(z —y)(2® + 2y + y°) = 19.

Da 19 eine Primzahl ist und x > y, folgt « — y € {1,19}.
Fiir x — y = 19 ergibt sich

l=z+ay+vy>=(y+19)* +y(y +19) + y* = 3y* + 57y + 361
ol 2+361>361>1
2\ 4 =4 7"

ein Widerspruch.
Daher muss © — y = 1 gelten. Es ergibt sich

=2 +oy+y =W+ +yly+1)+y>=3y>+3y +1,

was zu
Y +y—6=0

dquivalent ist. Es ergeben sich y = —3 und y = 2 und daraus die Losungspaare (x,y) € {(—2, —3),
U

(3,2)}.

Lésung von Beispiel 4.2. Lost man b2 4 7b — a? = 0 nach b auf, erhilt man

y_ T, VA9 1 da?
T2t 2

Daher muss 49 + 4a? eine Quadratzahl sein. Sei 49 4 4a? = z? fiir ein # > 0, dann gilt
49 = 22 — 4a® = (x + 2a) - (x — 2a).

Da x > 0 und a > 0, ist auch = 4+ 2a > 0 und damit auch = — 2a = 49/(z + 2a) > 0. Man kann 49
auf zwei Arten in positive Faktoren zerlegen (7 -7 oder 49 - 1). Aufierdem gilt wegen a > 0, dass
z + 2a > x — 2a. Im ersten Fall erhédlt man a = 0, im zweiten a = 12. Insgesamt erhélt man die
Losungspaare (a,b) = (0,0) bzw. (12,9). O

Lésung von Beispiel 4.3. Mit (z,y, z) ist auch (£, £y, +z) (mit unabhéngigen Vorzeichen) eine
Losung der gegebenen Gleichung. Weiters ist die Gleichung symmetrisch in z, y, z. Wir kénnen
daher ohne Beschriankung der Allgemeinheit 0 < z < y < z voraussetzen.
Es ergibt sich
22 <10 =22 +y* + 22 < 323

woraus 2 < z < 3 folgt.
Im Fall z = 3 ergibt sich 22 4 y? = 1, woraus sich sofort = 0 und y = 1 ergeben.
Im Fall z = 2 ergibt sich 2 4+ y? = 6. Wir erhalten wie vorhin

y2§6=£2—|—y2§2y2



und damit 2 <y < 2, also y = 2 und 22 = 2, ein Widerspruch.
Wir erhalten damit die Losungstripel

(z,y,2) € {(0,£1,+£3), (£1,0,£3), (0,+3,+1), (+1,+3,0), (£3,0,+1), (£3,+1,0)},
wobei alle Vorzeichen unabhéngig sind. O

Lésung von Beispiel 5.3. Wir betrachten 2* modulo 10:

1 2 3 4 5
2 4 8 6 2
Die Zweierpotenzen sind daher modulo 10 gemischt periodisch mit Periodenlédnge 4 und Vorperi-
odenlénge 1.
Wir miissen daher 32°1® modulo 4 bestimmen. Da 3 = —1 (mod 4), ist 32°1° = —1 (mod 4) =3

(mod 4). Daher gilt
23" =923 =8  (mod 10).
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