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Definitionsmenge und Losungsmenge

Definition 1 (Definitionsmenge, Definitionsbereich). Als Definitionsmenge (bzw. Definitionsbereich) einer Gleichung
bezeichnet man die Menge jener Zahlen, fiir die alle in der Gleichung auftretenden Rechenoperationen anwendbar sind.

Definition 2 (Losungsmenge). Als Losungsmenge einer Gleichung bezeichnet man die Menge jener Zahlen, fiir die
die Gleichung erfiillt ist, also fiir die beiden Seiten der Gleichung denselben Wert ergeben.

Beispiel 3. Man bestimme (iiber den reellen Zahlen) die Definitionsmenge der folgenden Gleichung;:

202 -7 (z—1)(2? - 3)

r—4  (z—1)(z—4)

Losung. Fir x = 1 und x = 4 treten Divisionen durch 0 auf. Fiir alle anderen Zahlen sind alle Operationen eindeutig
definiert. Die Definitionsmenge ist somit D = R\ {1, 4}. O

Aquivalenzumformungen <=

Eine Aquivalenzumformung ist eine Operation, die die Losungsmenge einer Gleichung (oder Ungleichung) nicht
verdndert.

Jede Aquivalenzumformung kann durch Anwendung der inversen Operation riickgéingig gemacht werden.

Fiir Gleichungen gibt es folgende Aquivalenzumformungen (ohne Anspruch auf Vollsténdigkeit):

e Addieren oder Subtrahieren eines Terms.
e Multiplizieren mit einem Term ungleich 0.
e Dividieren durch einen Term ungleich 0.

e Quadrieren, falls die Terme auf beiden Seiten sicher nicht-negative reelle Zahlen sind. (Falls beide Seiten sicher
negative reelle Zahlen sind, kann man zuvor mit —1 multiplizieren.)

e Potenzieren mit einer ungeraden positiven ganzen Zahl.

e Potenzieren mit einer reellen Zahl (beispielsweise mit einer geraden ganzen Zahl), falls die Terme auf beiden
Seiten sicher positiv sind.

e Auf beiden Seiten den Kehrwert bilden, falls beide Seiten sicher ungleich 0 sind.

e Wurzelziehen (positive Wurzel, gegebenenfalls mit Betragsstrichen), falls die Terme auf beiden Seiten sicher
nicht-negative reelle Zahlen sind.

o n-te Wurzel ziehen fiir ungerade positive ganze Zahlen n.

e n-te Wurzel ziehen fiir gerade positive ganze Zahlen n, falls die Terme auf beiden Seiten sicher nicht-negative
reelle Zahlen sind.

e Logarithmieren, falls die Terme auf beiden Seiten sicher positiv sind.
e Exponentialfunktion auf beide Seiten anwenden.

e Allgemein: Anwenden einer injektiven Funktion auf beide Seiten.

Beispiel 4. Man bestimme (iiber den reellen Zahlen) die Losungsmenge der folgenden Gleichung:

222 -7 (z—1)(z?-3)

r—4  (z—1)(z—4)

Lésung. Laut Beispiel 3 ist die Definitionsmenge D = R\ {1,4}.
Fiir  # 1 (also alle Zahlen im Definitionsbereich) kénnen wir also zunéchst auf der rechten Seite kiirzen:

22 -7 22-3

r—4 T —4

_ Fiir  # 4 (also alle Zahlen im Definitionsbereich) ist das Multiplizieren mit (z —4) # 0 auf beiden Seiten eine
Aquivalenzumformung:
20 —7=2a" -3

2 was ebenfalls Aquivalenzumformungen

Wir addieren auf beiden Seiten 7, und subtrahieren auf beiden Seiten x
sind.

22 =4
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Wir ziehen auf beiden Seiten die positive(!) Wurzel, miissen beim Wurzelziehen also Betragsstriche setzen:
|z =2

Im Fall x < 0 erhalten wir die Losung —z = 2, also x = —2. Im Fall > 0 erhalten wird die Losung x = 2.

Da Aquivalenzumformungen die Lésungsmenge unveréindert lassen, und alle durchgefiihrten Schritte Aquivalen-
zumformungen waren, sind +2 und —2 somit auch die einzigen beiden Losungen der urspriinglichen Gleichung. Die
Losungsmenge ist also L = {+2, —2}. O

Umformungen, die die L6sungsmenge vergréflern —

Manchmal geniigen Aquivalenzumformungen nicht, um ans Ziel zu gelangen. Eine weitere Maglichkeit besteht darin,
nur Operationen anzuwenden, die die Losungsmenge entweder gleich belassen oder vergrofiern, keinesfalls aber ver-
kleinern. Kurz: Alle Losungen der urspriinglichen Gleichung sind nach wie vor Losungen der umgeformten Gleichung,
aber moglicherweise besitzt die umgeformte Gleichung noch ein paar Losungen mehr.

Koénnen wir die umgeformte Gleichung 16sen, so erhalten wir notwendige Bedingungen fiir die Losungen der ur-
spriinglichen Gleichung: Nur Losungen der umgeformten Gleichung kénnen Losungen der urspriinglichen Gleichung
sein. Wir kénnen nun also durch Durchprobieren der Losungen der umgeformten Gleichung feststellen, welche davon
tatséichlich auch Losungen der urspriinglichen Gleichung sind.

Einige Beispiele fiir Umformungen, die die Losungsmenge gleich lassen oder vergréfiern, aber sicher nicht verkleinern:

e Alle Aquivalenzumformungen.

e Multiplizieren mit einem Term, der 0 annehmen kann.
e Quadrieren.

e Potenzieren mit einer beliebigen positiven ganzen Zahl.

e Allgemein: Anwenden einer fiir alle Werte im Definitionsbereich giiltigen Funktion auf beide Seiten.

Beispiel 5. Man lose iiber den reellen Zahlen:

Vidr +9=z+1

Lésung. Wir quadrieren beide Seiten, was in diesem Fall keine Aquivalenzumformung ist, da die rechte Seite magli-
cherweise negativ sein konnte:
dr+9=2"+22+1

Wir subtrahieren auf beiden Seiten 4x:
9=2%—-22+1=(z— 1)
Wir ziehen die positive Wurzel und setzen Betragszeichen:
8 =la—1

e Full x>1: Danngilt3=|z—1|=2—1, also z = 4.
e Full x <1: Dann gilt 3=—(x—1), also z = —2.
Als Losungen der urspriinglichen Gleichung kommen also nur —2 und 4 in Frage. Durch Einsetzen sehen wir aber

sofort, dass —2 keine Losung ist. Ebenso iiberpriifen wir durch Einsetzen, dass z = 4 eine Losung ist.
Die Losungsmenge der urspriinglichen Gleichung ist somit L = {4}. O

Fallunterscheidungen

Oft bené6tigt man Operationen, die nur auf einem Teil der Definitionsmenge funktionieren. Beispielsweise méchte man
etwas quadrieren, das nicht sicher eine positive reelle Zahl ist, oder man mochte eine Betragsfunktion loswerden. Hier
bietet es sich an, die Definitionsmenge in mehrere Félle zu zerlegen, und die Fille einzeln zu betrachten.

Wichtig hierbei:

e Jeder Wert der Definitionsmenge muss in (mindestens) einem der Fiélle vorkommen.

e Fiir die erhaltenen Losungen der einzelnen Félle, muss man priifen, ob sie auch in der Definitionsmenge des
Falles enthalten sind.
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Beispiel 6. Man koénnte das Beispiel 5 auch folgendermafien 16sen:
Lésung. o fall x < _79 : Dann ist die linke Seite als Wurzel einer negativen Zahl sicher imaginér, wihrend die
rechte Seite reell ist. Somit kann es fiir z < _79 keine Losungen geben.

o Fall _79 < 2 < —1: Dann ist die linke Seite als (positive) Wurzel einer nicht-negativen reellen Zahl sicher

nicht-negativ, wihrend die rechte Seite negativ ist. Somit gibt es auch hier keine Losungen.

e Full x> —1: Dann sind beide Seiten nicht-negativ. Somit ist das Quadrieren eine Aquivalenzumformung (in
diesem eingeschriinkten Definitionsbereich), also ist die Gleichung dquivalent zu:

de+9=2’+22+1

Wir subtrahieren auf beiden Seiten 4z (Aquivalenzumformung):

9=22-22+1=(z—1)?

Beide Seiten sind nicht-negativ, somit ist auch das Ziehen der positiven Wurzel eine Aquivalenzumformung:

3=z —1]

Wie zuvor sehen wir, dass diese Gleichung die beiden Losungen —2 und 4 hat. Allerdings ist = —2 nicht in der
Definitionsmenge dieses Falles enthalten. Somit bleibt nur die Lésung x = 4 als Losung fiir diesen Fall iibrig. Da
alle Schritte Aquivalenzumformungen (im eingeschriinkten Definitionsbereich) waren, miissten wir die Losung

gar nicht mehr explizit iiberpriifen — aber es schadet sicher nicht.
Die Vereinigung der Lésungsmengen der einzelnen Fille (und somit die Losungsmenge der urspriinglichen Glei-
chung) ist also L = {4}. O

Weitere niitzliche Anwendungen von Fallunterscheidungen:

e Betragsstriche auflgsen (Fallunterscheidung nach Zahlenbereichen, in denen der Inhalt des Betrages positiv bzw.
negativ ist)

e Quadrieren (Fallunterscheidung nach Zahlenbereichen, in denen beide Seiten sicher positiv sind)

e Multiplizieren mit einem Term, der 0 werden kann (Fall 1: Der Term ist gleich 0, dafiir gibt es {iblicherweise nur
wenige Losungen. Fall 2: Der Term ist ungleich 0, dann kann als Aquivalenzumformung multipliziert und damit
weitergerechnet werden.)

e GauBlklammern (Fallunterscheidung nach Bereichen, fiir die der Ausdruck in der Gauklammer zur selben Zahl
oder nach derselben Formel gerundet wird)

Beispiel 7. Einige Beispiele:

o Lose |22 — 9| =|z—1: Fall l: 2 < =3, Fall 2. -3 <z <1, Fall 3: 1<z <3, Fall4:3<z

e Losex —6=+/x: Fall 1: . <6, Fall 2: £ > 6

o Lose 1 +x+ 2%+ + 22013 = 0: Fall 1: z = —1, Fall 2: z = 1 und Multiplizieren beider Seiten mit (z — 1)

e Lose bJ =z — 7: Fall 1: x gerade, Fall 2: = ungerade

Ein kleines Riatsel zum Schluss

Ein Elefant wiegt e, eine Miicke wiegt m < e. Der Elefant wiegt also soviel wie die Miicke plus eine Differenz d:

e=m+d -(e—m)
e —em =em —m? 4+ ed —dm —ed
e —em —ed =em —m? —dm
ele—m—d)=m(e—m—d) :(e—m—d)

€E=1m

Folglich wiegt eine Miicke gleich viel wie ein Elefant.



