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Kapitel 1

Folgen

1.1 Einleitung und Definition

Eine FOLGE ist eine Aneinanderreihung von endlich oder unendlich vielen Zahlen (oder generell Objekten),
die zumeist gewissen Gesetzméfigkeiten folgt. Dieselbe Zahl kann in einer Folge auch mehrfach auftreten.
Wir werden uns im Weiteren vorwiegend mit unendlichen Folgen befassen.

Ein ganz einfaches Beispiel fiir eine Folge ist die Folge der Quadrate natiirlicher Zahlen:
1,4,9,16,25,36,49,64, . ...

Definition 1.1. Ublich ist folgende Schreibweise:
(an)nen oder {ag,a1,as,as,...) bezeichnet die FOLGE,
an das n-te ELEMENT bzw. GLIED der Folge,

und fir jedes a; nennt man i den INDEX.

Hinweis. Oft wird statt (a,)nen einfach nur (a,) geschrieben.

Hinweis. Ob man bei 0 oder 1 zu zdhlen beginnt, also das erste Folgenelement mit ag oder a; bezeichnet,
ist reine Geschmackssache. Welche Schreibweise praktischer ist, hingt oft auch vom Problem ab.

Gelegentlich wird zusétzlich der Zahlenbereich angegeben, aus dem die Folgenelemente stammen. Eine
,Folge natiirlicher Zahlen“ enthélt beispielsweise nur natiirliche Zahlen, eine ,,Folge reeller Zahlen“ nur reelle
Zahlen, und so weiter.

Die GesetzmafBigkeiten, durch die die Folgenglieder definiert sind, kénnen auf verschiedene Arten be-
schrieben werden:

o Explizite Darstellung: Jedes Folgenglied wird durch eine Formel direkt beschrieben. Die oben
angeschiebene Folge der Quadrate natiirlicher Zahlen kénnte man also folgendermaflen beschreiben:

Beispiel 1.2. Sei (a,) die Folge mit a,, = n? (fiir alle n).

e Beschreibende Darstellung: Der Wert jedes Folgengliedes wird beschrieben, aber nicht notwendi-
gerweise auf eine Art, die eine sofortige Berechnung zulésst. Als Beispiel:

Beispiel 1.3. Sei (p,) die Folge der Primzahlen, d.h. p,, ist die n-te Primzahl. (Also p; = 2,
p2=3,p3=>5,ps =17, ps = 11, et cetera.)

Wie wir bereits wissen, ist das Berechnen der n-ten Primzahl nicht ganz einfach, und es gibt keine
explizite Formel dafiir.




Zwei weitere Beispiele:

Beispiel 1.4. Sei (k;,)nen eine Folge mit

k, = [Anzahl Moglichkeiten, einen (2 x n)-Streifen mit (1 x 2)-Domino-Steinen zu iiberdecken] .

Wir werden spéter versuchen, fiir diese Folge eine explizite Darstellung zu finden.

Beispiel 1.5. Sei (¢,,)nen eine Folge mit

@n = [Anzahl verschiedener magischer (n x n)-Quadrate] .

(Ein magisches Quadrat der Kantenlinge n ist eine quadratische Anordnung der Zahlen
1,2,...,n2, sodass die Summe der Zahlen aller Zeilen, Spalten und der beiden Diagonalen gleich
ist.)

Fiir diese Folge ist derzeit keine explizite Darstellung bekannt.

e Rekursive Darstellung: Jedes Folgenglied wird auf eine vorgegebene Weise aus den wvorherigen
Folgengliedern berechnet. Zusétzlich miissen hier die ersten Folgenelemente explizit angegeben werden.
Die bereits betrachtete Folge der Quadrate natiirlicher Zahlen koénnte auf diese Art so beschrieben
werden:

Beispiel 1.6. Sei (a,) die Folge mit a; = 1 und a,+1 = a, +2n + 1 fiir alle n > 1.

Weitere Beispiele fiir rekursive Darstellungen:

Beispiel 1.7. Sei (F,,) die Folge mit Fy =1, F5 =1 und F,; = F,, + F,,_ fiir alle n > 2.
Rechnen wir hier die ersten Elemente aus, erhalten wir:
=1
=1
F3 =
Fy=
F5 =
Fs =
F,=13
Fy =21
Fy =34
Fip =55
1, =89
o =144
Fy5 =233
Diese sehr bekannte Folge heifit ,, FIBONACCI-FOLGE*“.




Beispiel 1.8. Sei (by,) die Folge mit by =1 und b,41 =Y., by, fiir alle n > 1.

Berechnen wir hier die ersten Glieder, so erhalten wir:

by =1
by =1
by=1+1=2

bi=1+1+2=4
bs=1+1+2+4=38
be=1+1+2+4+8=16
br=1+1+2+4+8+16=232

Wir kénnten hier vermuten, dass die explizite Darstellung b, = 2772 fiir n > 2 dieselbe Folge
beschreibt, und miissten diese Vermutung nun noch beweisen (was wir in spéteren Abschnitten
auch tun werden).

e Implizite Beschreibung durch gewisse Eigenschaften: Es werden gewisse Eigenschaften ange-
geben, durch die die Folge zwar eindeutig beschrieben ist, die aber keinen sofort offensichtlichen Weg
zur Berechnung einzelner Folgenelemente anbieten. Ein Beispiel:

Beispiel 1.9. Sei (¢,) jene Folge rationaler Zahlen, in der jedes Folgenelement das arithmetische
Mittel seiner beiden Nachbarn ist, und fiir die weiters ¢; = 13 und c37 = 53 gilt.

Wie man relativ leicht tiberpriifen kann, gibt es nur eine Folge, die dies erfiillt.

Mitunter konnen die Eigenschaften auch so vage beschrieben sein, dass sie von vielen verschiedenen
Folgen erfiillt werden.

Beispiel 1.10. Sei (d,,) eine Folge von Zahlen, fiir die gilt, dass d,+1 > d, sowie d,, | da, (fir
alle n).

Diese Bedingung wird beispielsweise von der Folge dp=n erfiillt, aber auch von der Folge d, = 17"
und vielen weiteren.

Noch eine mitunter niitzliche Definition:

Definition 1.11. Als TEILFOLGE einer Folge {(a,) bezeichnet man eine Folge (b,), die entsteht, indem man
aus (an) einige Elemente wegldsst. Formal kann eine Teilfolge angeschrieben werden als (an, )ren, wobei
ny <ng <ng < --- eine streng monoton wachsende unendliche Folge natirlicher Zahlen ist.

Weiters gibt es fiir gewisse Eigenschaften spezielle Bezeichnungen:
Definition 1.12.
o FEine Folge, deren Glieder alle ibereinstimmen, wird KONSTANTE FOLGE genannt.
e [Line Folge, die gegen 0 konvergiert (also sich dem Wert 0 immer mehr anndhert), heifit NULLFOLGE.
e Fine Folge, deren Werte abwechselnd positiv und negativ sind, heif$t ALTERNIEREND.

e FEine Folge, die aus Wiederholungen einer endlichen Teilfolge besteht, heif$t PERIODISCH.



1.2 Wichtige Folgen

1.2.1 Arithmetische Folgen

Eine arithmetische Folge ist eine Folge, bei der der Abstand (Distanz) aufeinanderfolgender Folgenelemente
konstant ist:

Definition 1.13. Sei (a,,) eine Folge von Zahlen (die aus einer beliebigen Grundmenge stammen kénnen,
beispielsweise N, Z, Q oder R). Diese nennt man eine ARITHMETISCHE FOLGE dann und nur dann, wenn
fiir ein fixes d gilt:

Gnt1 = apn +d Vn € N

Wir kénnen leicht zeigen, dass diese rekursive Darstellung dquivalent zur folgenden expliziten Darstellung

ist:
Satz 1.14. Sei {(a,) eine arithmetische Folge mit a, 1 = a,, + d fir alle n € N. Dann gilt:

anp =ag+n-d Vn e N

Beweis. Um dies zu beweisen, benutzen wir eine INDEXVERSCHIEBUNG: Wenn fiir alle n € N gilt, dass
ap+1 = Gy, + d, dann gilt natiirlich auch a,, = a,—1 + d (fiir alle n > 1), ebenso a,—1 = an_2 + d (fiir alle
n > 2), ap_2 = an—3 + d (fir alle n > 3), und so weiter.

Diese Gleichungen setzen wir nun der Reihe nach ein:

anp = an—1+d
=ap_2+2-d
=ap_3+3-d
=Qp_g+4-d

=ap_r+k-d

=ap_n+n-d
=ap+n-d

Noch eine kleine Beobachtung:

Lemma 1.15. Sei {(a,) eine arithmetische Folge, in der aufeinanderfolgender Elemente den Abstand d
haben. Seien weiters x und y zwei Zahlen, die in der Folge (in dieser Reihenfolge) enthalten sind. Dann ist
(y — x) ein Vielfaches von d, und fiir jedes t € N ist auch x +t - (y — ) in der Folge enthalten.

Beweis. Seien X und Y die Indizes, an denen z und y auftreten, d.h. ax =  und ay = y. Dann gilt:
Yy—Tr=ay —ax

=ag+Yd—ag— Xd
=Y - X)d
Fiir jedes t € N gilt folglich:
z+t-(y—x)=ax+t- (Y —X)d
=ap+ Xd+t(Y — X)d
=ap+ (X +tY —tX)d
= aAX+tYy —tX

Da t, X und Y Konstanten sind, ist die Aussage damit bewiesen. O



Betrachten wir Beispiel 1.9 aus der Einleitung:

Beispiel 1.16. Sei (¢,,) jene Folge rationaler Zahlen, in der jedes Folgenelement das arithmetische
Mittel seiner beiden Nachbarn ist, und fiir die weiters ¢; = 13 und c37 = 53 gilt. Man bestimme alle
Elemente dieser Folge.

Lésung. Seien ¢y und c¢; die beiden ersten Elemente. Wir definieren d := ¢; — ¢p. Jedes Element muss
arithmetisches Mittel seiner beiden Nachbarn sein, also muss gelten:

e

201:CO+CQ /760761

Cl —Cyh==C —C1

d=cy—

Es gilt also bereits ¢; = ¢y + d und ¢ = ¢; + d. Wir zeigen nun allgemein, dass ¢,+1 = ¢, + d fiir
alle n gibt. Dazu verwenden wir vollstédndige Induktion:

e Basis:ci =cg+dund co =1 +d
e Annahme: ¢y, =c¢,_1 +d firk=1,2,...,n

e Schritt: Wir wollen zeigen, dass auch ¢,4+1 = ¢, +d gelten muss. Laut Angabe muss jedes Element
arithmetisches Mittel seiner beiden Nachbarn sein, also gilt:

Cn—1 + Cn+41 /
= oI g
¢ 2

2¢p, = Cp1 + Cn+1 / —Cn—1 —Cn
Cp — Cp—1 = Cp41 — Cp
d:C7L+1_Cn /+Cn
Cn+1 =Cn+d
Also ist {(¢,,) eine arithmetische Folge mit Distanz d zwischen aufeinanderfolgenden Folgenelementen.

Folglich gilt ¢,, = ¢ + n - d fiir alle n.
Es soll gelten ¢; = 13 und c37 = 53, also:

I: cr=co+7d=13
II: c37 =co+37d =53
I1—1: co+37d—coy—7d=53—13

30d = 40
40 4
d:—:—
30 3

Nun miissen wir noch cg berechnen:

C7:CO+7d:13

4
Co+7§:13
28 28
oty =13 /-3
28 39 28 11
=13-S=2"2=

3 3 3 3

coles
O

Folglich gilt fiir alle Folgenelemente ¢,, = % +n-




Wir kénnen aus dem Beispiel noch eine kleine Erkenntnis ableiten:

Satz 1.17. FEine Folge ist eine arithmetische Folge dann und nur dann, wenn jedes Folgenelement das
arithmetische Mittel seiner beiden Nachbarn ist.

Beweis. ,—*: Sei (c,) eine arithmetische Folge. Dann gilt fiir jedes n, dass ¢, = ¢y + nd, sowie cp41 =
co+(n+1)dund ¢,—1 = ¢y + (n—1)d.

Dabher gilt:
Cnp1+Cn1 o+ (n+1)d+co+ (n—1)d
2 B 2

_ 2co +2nd

B 2

=co+nd

= C’I’L
,<=": Siehe Beispiel 1.16. O

Ein weiteres Beispiel:

Beispiel 1.18. Man zeige: Enthélt eine arithmetische Folge zwei verschiedene Potenzen einer positiven
ganzen Zahl, so enthélt sie unendlich viele Potenzen dieser Zahl.

k+m

Lésung. Sei {a,) eine arithmetische Folge, und seien z* und z zwel in (a,) enthaltene Potenzen

von .
Wir wissen aus Lemma 1.15, dass damit auch fiir jedes t € N die Zahl a(t) := 2% + ¢ - (z¥t™ — z¥)
in (a,) enthalten sein muss.
Nun versuchen wir, Werte fiir ¢ zu finden, fiir die a(¢) ebenfalls eine Potenz von x ist. Durch
Ausprobieren sehen wir:

a(l) =% + 1. (zFm — 2F)
B
_ xk-{-nL
d(l‘m 4 1) _ mk 4 (mm 4 1) . (mk+m _ xk)

_ .’L‘k 4 xk+2m _ xk—‘—m + xk+m _ ij
_ mk+2m

a(@® 4™ 1) =P + @ F 2™ 1) - (2P — 2P
— Zk + karSm o I,k:+2m + xk+2m o karm + karm . IIZk

— karSm

Vermutung: a(z®” + x®=1m 4 g(0=2m ooy g2m o gm g 1) = gkt OFD™ iy alle b,
Wir zeigen dies durch vollstindige Induktion:

e Basis: Siehe oben fiir b=1, b =2 und b = 3.

e Annahme:
EL(Z‘bm + x(bfl)m + x(b72)m N x2m 4™ 1) — xk+(b+1)m

firb=1,2,...,n

e Schritt: Wir wollen zeigen, dass auch

a(m(b+l)m + xbm + x(b—l)m + x(b—Q)m ot x?m +xm + 1) _ xk+(b+2)m



gelten muss.

(@M gbm g (b=Dm  po=2m L am m )
=P 4 (2OFVIm  gbm g g OmDm g (0=2m oy g2 am 1) (2R — 2R
— ok 4 ot Dm (zF+m kY 4 (b pO=Dm L b=2)m oy om o m 1) - (&5 ™ — %)
— Lo+)m (hHm kY gk (gbm oy p=Dm o b=2m o emm oy 1) - (aF+m — k)
— g m(ghem Ry |G (gbm g g (b= m  6=Dm 2wy
LA, (b+1)m (zF+m — gk 4 ghtG+m
= phtOt2)m _ kbt Dm k(b )m

_ xk+(b+2)m

Da x ganzzahlig ist, ist auch t = 2™ + z(0—Dm 4 p(0=2)m .4 22m 4 pm 4 1 gangzahlig. Daher
ist 2™ fiir jedes b € N in der Folge enthalten. O

Lésung. Noch ein alternativer (weniger konstruktiver) Losungsweg: Wir wollen zeigen, dass z¥ 0™ fiir

jedes b € N in der Folge enthalten ist. Wir formen dafiir die Distanz z*+t?" — z* um:

xk—i—bm — .’L'k + xk—f—b?n o l’k
— .Z'k + xk(xbm _ 1)
_ l‘k + xk(xm 7 1)(1 + ™ + $2m +x?;m 4ot x(b72)m + x(bfl)m)

— xk + (xk—i-m _ .’Ek)(l 4™y 72m + z3m NI x(b—2)m + l,(b—l)m)

Wenn wir t = 1+ 2™ + 22" + 23" 4 ... 4 (0= 4 5 (0=1)m getzen, folgt damit wieder mit Lemma
1.15, dass 0™ = 2% + ¢ . (zk*™ — 2%) in der Folge enthalten sein muss. O

1.2.2 Geometrische Folgen
Eine geometrische Folge ist eine Folge, bei der der Quotient aufeinanderfolgender Folgenelemente konstant
ist:

Definition 1.19. Sei (a,) eine Folge von Zahlen (die aus einer beliebigen Grundmenge stammen kénnen,
beispielsweise N, Z, Q oder R). Diese nennt man eine GEOMETRISCHE FOLGE dann und nur dann, wenn
fiir ein fixes q gilt:

Apt1 = Gp * q Vn € N

Wir konnen leicht zeigen, dass diese rekursive Darstellung dquivalent zur folgenden expliziten Darstellung
ist:

Satz 1.20. Sei {(a,) eine geometrische Folge mit a, 11 = ay, - q fir alle n € N. Dann gilt:
an = Qg - q" Vn € N

Beweis. Um dies zu beweisen, benutzen wir wieder eine INDEXVERSCHIEBUNG: Wenn fiir alle n € N gilt,
dass an11 = a, - q, dann gilt natiirlich auch a,, = a,,—1 - ¢ (fiir alle n > 1), ebenso a,—1 = a,_o - ¢ (fiir alle
n > 2), und so weiter.



Diese Gleichungen setzen wir nun der Reihe nach ein:

ap = Qp-1-¢
=ap_9-q

= q
q

= Gn-3 -

= Gnp—4 -
=0n—k g

=0an-n"q

n
=ap-q

Wir erhalten eine dhnliche Beobachtung wie in Lemma 1.15:

Lemma 1.21. Sei (a,) eine geometrische Folge, in der aufeinanderfolgender Elemente den Quotienten q

haben. Seien weiters x und y zwei Zahlen, die in der Folge (in dieser Reihenfolge) enthalten sind. Dann ist

4 eine Potenz von q, und fiir jedes t € N ist auch x - (%)t in der Folge enthalten.

Beweis. Seien X und Y die Indizes, an denen x und y auftreten, d.h. ax = = und ay = y. Dann gilt:

y_ o
x_ax
7a0'qy
7G0'QX
:qYX

Fiir jedes t € N gilt folglich:

y\! —x\t
HORT
:a().qX.th—tX

_ X+tY —tX
=ap - q

AX+tY —tX
Da t, X und Y Konstanten sind, ist die Aussage damit bewiesen. O]

Wenn wir zwei bestimmte Folgenelemente gegeben haben, konnen wir die Folge auf dieselbe Art bestim-
men wie in Beispiel 1.16. Wir erhalten auch einen &hnlichen Zusammenhang zwischen geometrischen Folgen
und geometrischem Mittel:

Satz 1.22. Fine Folge ist eine geometrische Folge dann und nur dann, wenn jedes Folgenelement das
geometrische Mittel seiner beiden Nachbarn ist.

Beweis. ,,==*“: Sei (c,) eine geometrische Folge. Dann gilt fiir jedes n, dass ¢,, = ¢y-q", sowie ¢, 11 = co-q" !
und ¢p_1 =co - g™ L.
Dabher gilt:

VCn41Cn—1 = \/CO : CI”H cCo qnil

— 2 2
= Co.q"

n
=¢Coq

:Cn



=" Sei {c,) eine Folge, in der jedes Folgenelement das geometrische Mittel seiner Nachbarn ist. Seien
¢o und ¢; die beiden ersten Elemente. Wir definieren ¢ := i—é Wieder zeigen wir durch vollstdndige Induktion
allgemein, dass ¢,+1 = ¢, - ¢ fiir alle n gilt.

e Basis: ¢; = ¢ - ¢ geméf} der Definition von ¢
e Annahme: ¢y, =c¢,_1-qfirk=1,2,...,n

e Schritt: Wir wollen zeigen, dass auch ¢,11 = ¢, - ¢ gelten muss. Laut Annahme muss jedes Element
geometrisches Mittel seiner beiden Nachbarn sein, also gilt:

2
Cn = \/Cn—1 " Cn+1 /
1

2 _
Ch, = Cn—1"Cnt1 / :
CnCn—1

Cp, _ Cn+1
Cn—1 Cn

o Cn+1

q= *Cp

Cn

Cnt+1 = Cn - g

Ein Beispiel:

Beispiel 1.23. Man zeige: Enthiilt eine geometrische Folge nur ganze Zahlen (die nicht alle 0 sind), so
muss auch der Quotient ¢ aufeinanderfolgender Folgenelemente ganzzahlig sein.

Lésung. Seien z und y zwei aufeinanderfolgende Folgenelemente in einer Folge (¢, ) ganzer Zahlen, dann
gilt ¢ = % Da z und y ganzzahlig sind, ist ¢ daher rational.

Sei ¢ = ¢ die gekiirzte Darstellung von ¢, d.h. @ und b sind relativ prim. Nehmen wir nun an, dass q
keine ganze Zahl ist, also b # 1. Dann enthilt b mindestens einen Primfaktor p, der nicht in a enthalten
ist.

Fiir jedes n gilt:

Sei k die Vielfachheit von p als Primfaktor von ¢g. Dann tritt p im Zdhler genau k& Mal als Primfaktor
auf, und im Nenner n Mal. Fiir n > k ist ¢, daher keine ganze Zahl, was im Widerspruch zur Angabe
stiinde. Daher ist b = 1 und ¢ somit ganzzahlig. O

1.2.3 Harmonische Folge

Wie wir gesehen haben, ist in einer arithmetischen Folge jedes Folgenglied das arithmetische Mittel seiner
beiden Nachbarn, und in einer geometrischen Folge ist jedes das geometrische Mittel. Analog kénnen wir
daher auch harmonische Folgen definieren:

Definition 1.24. FEine harmonische Folge ist eine Folge, in der jedes Folgenglied das harmonische Mittel
seiner beiden Nachbarn ist.

Die einfachste harmonische Folge (h,,) ist definiert durch h,, = 1.

n

10



Beispiel 1.25. Man zeige: Die Folge (a,) ist eine harmonische Folge dann und nur dann, wenn <¢%>
eine arithmetische Folge ist. /

Lésung. Wir zeigen zuerst allgemein, dass x dann und nur dann das arithmetische Mittel von y und z
ist, wenn % das harmonische Mittel von % und % ist:

1 2
- 1\t 1\—1 A
(5) +(2)
2
Eiy—i-z
Ytz
2

Nun beweisen wir die Aussage:
»=“ Sei (a,) eine harmonische Folge, dann ist fiir jedes n das Folgenelement a,, harmonisches

Mittel von a,4+1 und a,_1, also ist auf Grund der Voriiberlegung ai arithmetisches Mittel von - 1+1

und ——. Da dies fiir jedes n gilt, ist <i> eine arithmetische Folge.

1

Ay
<= Sei <%> eine arithmetische Folge, dann ist fiir jedes n das Folgenelement a% arithmetisches
Mittel von —— und ﬁ, also ist auf Grund der Voriiberlegung a,, harmonisches Mittel von a, 41 und

An+41

ap—1. Da dies fiir jedes n gilt, ist {a,) eine harmonische Folge. O

1.2.4 Fibonacci-Folge

Eine der wichtigsten und bekanntesten Folgen ist die Fibonacci-Folge, benannt nach dem italienischen
Mathematiker Leonardo Fibonacci (ca. 1180 — ca. 1241), obwohl die Folge den Griechen und Indern bereits
in der Antike bekannt war.

Fibonacci beschrieb ein Beispiel, das zur Fibonacci-Folge fiihrt, folgendermafien:

Beispiel 1.26. In einem ausreichend groflen Garten werden Kaninchen geziichtet:
e Junge Kaninchen werden in einem Jahr erwachsen.
e Jedes erwachsene Paar Kaninchen bringt jedes Jahr zwei Junge zur Welt.
e Zu Beginn befindet sich ein junges Kaninchenpaar im Garten.

Wir betrachten nun die Entwicklung der Kaninchenpopulation in diesem Garten:
e Im ersten Jahr befindet sich das junge Kaninchenpaar im Garten.

e Im zweiten Jahr ist dieses Paar erwachsen geworden, es befindet sich also noch immer genau ein
Paar im Garten.

e Im dritten Jahr befinden sich das gleiche Paar und zusétzlich deren erste zwei Nachkommen im
Garten, zusammen also zwei Paare, ein junges und ein erwachsenes.

e Das erwachsene Paar bekommt weiteren Nachwuchs, wiahrend das junge Paar erwachsen wird. Im
vierten Jahr befinden sich daher drei Paare im Garten, ein junges und zwei Erwachsene.

e Beide erwachsenen Paare bekommen Nachwuchs, wihrend das junge Paar erwachsen wird. Im
fiinften Jahr befinden sich fiinf Paare im Garten, zwei junge und drei Erwachsene.

e Die drei erwachsenen Paare bekommen Nachwuchs, wihrend die zwei jungen Paare erwachsen
werden. Im sechsten Jahr befinden sich acht Paare im Garten, drei junge und fiinf Erwachsene.
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e Die fiinf erwachsenen Paare bekommen Nachwuchs, wiahrend die drei jungen Paare erwachsen
werden. Im siebenten Jahr befinden sich somit dreizehl Paare im Garten, fiinf junge und acht

Erwachsene.
o ...

Fassen wir als Tabelle zusammen:

Jahr | Erwachsene Paare | Junge Paare | Paare gesamt

1 0 1 1

2 1 0 1

3 1 1 2
4 2 1 3

5 3 2 5
6 5 3 8
7 8 5 13
8 13 8 21
9 21 13 34
10 34 21 55
11 55 34 89
12 89 55 144
13 144 89 233
14 233 144 377
15 377 233 610

Drei Beobachtungen:

e Die Gesamtanzahl ist die Anzahl der erwachsenen plus der jungen Kaninchenpaare.

e Die Anzahl der erwachsenen Kaninchenpaare eines Jahres ist gleich der Gesamtanzahl der Kanin-
chenpaare des Vorjahres. (Die erwachsenen Kaninchen des Vorjahres bleiben erwachsen, und die

jungen des Vorjahres werden erwachsen.)

e Die Anzahl der jungen Kaninchenpaare eines Jahres ist gleich der Anzahl der erwachsenen Ka-
ninchenpaare des Vorjahres. (Jedes erwachsene Paar bringt ein junges Paar zur Welt.)

Damit gilt:

Gesamtanzahl im Jahr n

= Erwachsene im Jahr n + Junge im Jahr n

= Gesamtanzahl im Jahr (n — 1) + Erwachsene im Jahr (n — 1)
= Gesamtanzahl im Jahr (n — 1) + Gesamtanzahl im Jahr (n — 2)

Definition 1.27. Die Fibonacci-Folge ist definiert durch das rekursive Bildungsgesetz

Fn = anl + Fn72 fur n > 2

mit den Anfangswerten
Fi=F=1.

Die Folgenelemente der Fibonacci-Folge werden auch als Fibonacci-Zahlen bezeichnet.

Hinweis. Oft werden stattdessen auch die Anfangswerte Fy = 0, F; = 1 angegeben. Das Resultat ist dasselbe,
da wiederum Fb = Fy + F; =04+ 1 =1 gilt.

Die ersten Folgenelemente lauten damit:

(0,)1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, 4181, 6765, .. .

Im obigen Beispiel ist F, somit die Anzahl der Kaninchenpaare im n-ten Jahr.
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Beispiel 1.28. Man zeige: Aufeinanderfolgende Fibonacci-Zahlen sind teilerfremd.
Lésung. Wir beweisen dies durch vollstdndige Induktion:

e Basis: Fiir die ersten Folgenelemente ist leicht iiberpriift, dass aufeinanderfolgende Folgenelemente
teilerfremd sind: 1 ist teilerfremd zu 2, 2 teilerfremd zu 3, 3 ist teilerfremd zu 5, 5 ist teilerfremd
zu 8, und so weiter.

e Annahme: F}, ist teilerfremd zu Fj_, fir k=1,2,...,n

e Schritt: Wir wollen zeigen, dass auch F;, ;1 teilerfremd zu F), sein muss. Nehmen wir an, die beiden
wéren nicht teilerfremd, d.h. es existiert ein Primfaktor p sodass p | Fj,4+1 und p | F,,. Dann gilt
wegen F,,_; = F,+1 — F,, aber auch p | F,,_1, und somit wiire p ein gemeinsamer Teiler von F,
und Fj,_1, was im Widerspruch zur Angabe stiinde.

O

Beispiel 1.29. Man zeige: FZ + F§ + -+ F2 =F, - F, 41

Lésung. Wir betrachten zwei verschiedene Beweise. Zum einen kénnen wir den Beweis durch vollstéandige
Induktion fiihren:

e Basis:
124+12=2=1-2
124124+22=6=2-3
124+124224+32=15=3-5
12412422432 4+52=40=5-8

e Annahme: F2+ F} + -+ F2 = Fy - Fjyq fir k=1,2,...,n
e Schritt: Wir wollen zeigen, dass auch F{ + F§ + -+ F2 + F2, | = Fp 41 - Fo o gilt.
F24Fit +F24F2 "2 F, Fo +F2,

- n+1'(Fn+Fn+1)
= n+1'Fn+2

O

Losung. Alternativ kénnen wir auch eine graphische Losung betrachten. Wir zeichnen eine Reihe von
Quadraten, die jeweils eine Fibonacci-Zahl als Seitenliéinge haben:

132

»—tl»—t
DO

22

52
32
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Nach dem Zeichnen der ersten n solchen Quadraten machen wir folgende Beobachtungen:

e Eine Seitenldnge des entstandenen Rechtecks ist F,, die andere Fj, ;1. Die Fliche setzt sich somit
einerseits aus den Quadraten der ersten n Fibonacci-Zahlen zusammen, und lésst sich andererseits
berechnen als F), - Fj, 1. Fiir n ist die Gleichung somit bewiesen.

e Das néichste Quadrat mit Seitenldnge F, 41 kann an die ldngere Seite des Rechtecks angeschlossen
werden. Das entstehende neue Rechteck hat eine Breite von F),;; und eine Lange von F, 41+ F), =
F,,+2. Somit bleiben die Bedingungen erhalten.

e Durch vollstdndige Induktion iiber die Anzahl der Quadrate ist die Gleichung damit fiir alle n
bewiesen.

O

1.2.5 Lucas-Folgen
Eine Verallgemeinerung der Fibonacci-Folge sind die Lucas-Folgen:

Definition 1.30. Die Lucas-Folgen erster Art sind fiir ganzzahlige Parameter P und Q definiert durch das
rekursive Bildungsgesetz

Un(P,Q) =P -Una(P,Q) = Q-Un(P,Q)  fiirn=2

mit den Anfangswerten
Us(P,Q)=0 und U(P,Q)=1.

Die Lucas-Folgen zweiter Art sind fiir ganzzahlige Parameter P und Q definiert durch das rekursive
Bildungsgesetz

Vn(P7Q):PVn—1(PaQ)_QVn—Q(PaQ) fUT”ZZ

mit den Anfangswerten

Viele der Lucas-Folgen haben spezielle Namen:

Lucas-Folge | Name Erste Folgenelemente
(Un(1,-1)) Fibonacci-Folge 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55, ...
(Vo(1,-1)) Folge der Lucas-Zahlen | 2,1,3,4,7,11,18,29,...

({Un(2,—1)) | Pell-Folge 0,1,2,5,12,29, 70,169, . ..
(Vo(2,—1)) | Pell-Lucas Folge 2,2,6,14, 34, 82,198,478, 1154, . ..
(Un(1,-2)) Jacobsthal-Zahlen 0,1,1,3,5,11,21,43,85,171, 341,...
(Un(3,2)) Mersenne-Zahlen 0,1,3,7,15,31,63,127, ...

Beispiel 1.31. Sei (F,,) die Fibonacci-Folge und (L) = (V,,(1,—1)) die Folge der Lucas-Zahlen. Man
zeige: Ly, = Fy41 + Fj,— fur alle n > 1.

Lésung. Wir zeigen dies durch vollsténdige Induktion:

e Basis: Wir betrachten die ersten Werte:

Fibonacci-Folge | Lucas-Folge
Fpo=0 Ly=2
=1 Li=1
=1 Ly =3
F3=2 Ly =4
F,=3 Ly=7
F,=5 Ly=11
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Es gilt

Li=1=0+1=Fy+ F,
L2:3:1+2:F1+F3,
Ly=4=1+3=F,+ F,
Ly=7=2+5=F;+ Fs.

e Annahme: Ly = Fyy1 + Fj,— flir k=1,2,...,n
e Schritt: Wir wollen zeigen, dass auch L,,;1 = F, 2 + F,, gelten muss. Es gilt:

Ln+1 =Lp+ Ly

1.A.
== Fn+1+Fn—1+Fn+Fn—2

= Fn+1 + Fn + Fn—l + Fn—2
— LI'n42 + Fn

O

Beispiel 1.32. Sei (F,,) die Fibonacci-Folge und (L) = (V,(1,—1)) die Folge der Lucas-Zahlen. Man
zeige: Jede Folge (a,), die fiir alle n > 2 die Rekursionsgleichung a,+1 = a, + a,—1 erfiillt, kann
dargestellt werden als a,, = A - F,, + B - L,, mit geeigneten Konstanten A und B.

Lésung. Da die Folge (a,) die Rekursionsgleichung erfiillen muss, sind alle weiteren Folgenelemente
abhéngig von den Startwerten ag und a;. Auch fiir diese soll die Darstellung gelten, also erhalten wir
fiir A und B durch Einsetzen die folgenden Werte:

aO:A~F0+BoL0
=A-0+B-2
=2B

Nun beweisen wir die Korrektheit der resultierenden Darstellung durch vollstéandige Induktion:
e Basis: Fiir n = 0 und n = 1 gilt die Darstellung auf Grund der Definition von A und B.
e Annahme: ap = A-F,+ B Ly fir k=1,2,...,n
e Schritt: Wir wollen zeigen, dass auch a,4+1 = A Fj,41 + B - Lyp41 gelten muss. Es gilt:
Ap4+1 = Qp + Ap—1
" AF, 4B Ly +A-Fy1+B-Ly,

=A - (F,+F,.1)+B-(Lp,+ Ly_1)
:A'Fn+1+B'Ln+1
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1.3 Finden expliziter Darstellungen

In vielen Aufgaben gilt es, von einer impliziten oder rekursiven Darstellung zu einer expliziten Darstellung
zu gelangen. Einige Methoden dafiir werden wir uns im Folgenden anschauen.

1.3.1 Erraten und durch vollstindige Induktion beweisen

Will man von einer rekursiven zu einer expliziten Darstellung gelangen, so reicht es im Grunde genommen,
die explizite Darstellung zu erraten und durch vollstdndige Induktion zu beweisen, dass diese Darstellung
auch tatséchlich fiir alle n gilt. Der Induktionsschritt ergibt sich hierbei bereits aus der Rekursionsgleichung:
Da diese das néchste Folgenglied aus den vorhergehenden berechnet, und fiir alle vorhergehenden Elemente
die Induktionsannahme bereits gezeigt ist, kann man einfach einsetzen und durch Umformung zum Ergebnis
kommen. (Die Schwierigkeit bei dieser Methode liegt natiirlich im Erraten der expliziten Darstellung.)

Beispiel 1.33. Man finde eine explizite Form fiir die Folge {(a,,) mit a,, = a,,—1 + n und dem Startwert
apg = 0.

Lésung. Die ersten Folgenelemente lauten: 0,1, 3, 6,10, 15. Wir vermuten: a,, = w Nun wenden
wir vollstdndige Induktion an:

e Basis: Fiir die ersten Werte ldsst sich die Gleichung leicht nachpriifen, beispielsweise ay = 10 = %.

e Annahme: ak:@ firk=1,2,...,n

e Schritt: Wir wollen zeigen, dass auch a,, 1 = %2(71-&2) gelten muss. Es gilt:

Apt1 = ap +N
LA. n(n —1)
B 2
n>—n 2n
> T
(n+1)n
2

+n

Als weiteres Beispiel betrachten wir noch einmal Beispiel 1.8 aus der Einleitung;:

n

Beispiel 1.34. Man finde eine explizite Darstellung fiir die Folge (b,) mit by =1 und b1 = > ;" by
fir alle n > 1.

Losung. Berechnen wir hier die ersten Glieder, so erhalten wir:

by =1
by =1
by=1+1=2

bs=1+1+2=4

bs =14+14+2+4+4=28
bg=1+14+24+4+8=16

by =14+14+24+4+8+16 =32

Wir vermuten, dass die explizite Darstellung b, = 2”72 fiir n > 2 dieselbe Folge beschreibt.
Wiederum verwenden wir vollstédndige Induktion:
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e Basis: Fiir die ersten Werte haben wir dies bereits durch die oben berechneten Werte iiberpriift.
e Annahme: b, = 2¢72 fiir k =2,3,...,n (und a; = 1).

e Schritt: Wir wollen zeigen, dass auch b, 1 = 2"~! gelten muss. Es gilt:

n
bn—i—l = Z bn
i=1
=bi+) b
=2

R LN T LR LR L
=149t 1
:2n—1

Mit der Gleichung 20 4 2 422 423 4 ... 4 27=2 = 27~1 greifen wir natiirlich schon ein wenig vor
auf das Kapitel 2, das sich mit Reihen befassen wird. Die Gleichheit kann in diesem Fall aber auch sehr
einfach durch vollstdndige Induktion gezeigt werden.

Alternativ kann man den Induktionsschritt auch folgendermafien zeigen:

anrl = Z by
i=1

=bi+bet-+byp1+by
= 2b,,

Ié- 9. 2n—2

— 277,71

O

Manchmal geniigt es auch zu zeigen, dass eine Folge gleich der Fibonacci-Folge ist, oder direkt damit
zusammenhéngt (beispielsweise a, = 2F,, 3 — 2). Als Beispiel dafiir betrachten wir noch einmal Beispiel 1.4
aus der Einleitung:

Beispiel 1.35. Fiir jedes n bestimme man die Anzahl der Méglichkeiten, einen (2 x n)-Streifen mit
(1 x 2)-Domino-Steinen zu iiberdecken.

Lésung. Wir definieren die Folge (k,) als

ky, = [Anzahl der Méglichkeiten, einen (2 x n)-Streifen mit (1 x 2)-Domino-Steinen zu iiberdecken] .
_ Nehmen wir an, wir kennen die Werte von (k) bis zu einem gewissen N. Betrachten wir die
Uberdeckungen eines Rechtecks der Linge N + 1, so gibt es zwei Moglichkeiten fiir die (N + 1)-te
Spalte: Entweder dort befindet sich ein senkrechter Domino-Stein, oder zwei waagrechte.

Die Anzahl der Uberdeckungen eines Rechtecks der Linge N + 1, die mit einem senkrechten Stein

enden, ist gleich der Gesamtanzahl der Uberdeckungen eines Rechtecks der Linge N — an jede solche
Uberdeckung kann ein senkrechter Stein angehéngt werden.

17



Die Anzahl der Uberdeckungen eines Rechtecks der Linge N + 1, die mit zwei waagrechten Steinen
enden, ist gleich der Gesamtanzahl der Uberdeckungen eines Rechtecks der Linge N —1 — an jede solche
Uberdeckung kann ein 2 x 2-Block aus zwei waagrechten Steinen angehéngt werden.

Damit gilt also k,4+1 = k, + kn—1, die Rekursionsformel der Fibonacci-Folge. Fiir die Startwerte
erhalten wir durch Durchprobieren k; = 1 = F, und ko = 2 = F3. Somit gilt k,, = F, 1. Formal lésst
sich dies durch vollstdndige Induktion beweisen:

e Basis: Fiir die ersten Werte haben wir dies bereits iiberpriift.
e Annahme: k; = Fj; fiiri =1,2,3,...,n.
e Schritt: Wir wollen zeigen, dass auch k, 1 = F, 12 gelten muss. Es gilt:

kn-i—l = kn + kn—l
— I'n+1 + Fn

— I'n42

O

Hinweis. Der letzte Schritt muss nicht zwingend so explizit ausgefithrt und aufgeschrieben werden. Wenn
zwei Folgen dieselbe Rekursionsgleichung haben, die sich auf die vorigen k Folgenelemente bezieht, und wenn
k Startelemente iibereinstimmen, dann miissen auch alle weiteren Folgenelemente gleich sein.

1.3.2 Losungsmethode fiir homogene lineare Rekursionen

Definition 1.36. Wir bezeichnen eine Rekursionsgleichung als LINEARE Rekursion, wenn sie die Form
Ung1 = Qp €0+ n1-C1 4 An_2-Ca+ + Anm - Cm + 5(n) (1.1)

hat mit Konstanten c¢; firi=0,1,...,m und mit ¢,, # 0.
Gilt s(n) =0, so nennt man sie HOMOGEN, andernfalls INHOMOGEN.
m + 1 ist die ORDNUNG der linearen Rekursion.

Fiir lineare Rekursionen gibt es ein Losungsschema, das meist zum Ziel fithrt, also zu einer expliziten
Darstellung;:

Methode 1.37.

0. Fiir eine Folge {(a,) sei eine homogene lineare Rekursionsformel mit konstanten Koeffizienten gegeben.
(Hinweis: Manchmal kann man fehlende Elemente durch ,dazubasteln mit Koeffizient O ersetzen.)

1. Man ersetze jedes a,, durch ¢" (und entsprechend anyy durch q
man die CHARAKTERISTISCHE GLEICHUNG der Rekursion.

ntk). Die entstehende Gleichung nennt

n—m

2. Sein —m die kleinste vorkommende Potenz von q. Man dividiere die Gleichung durch g

8. Nun hat man eine Gleichung in q mit konstanten Koeffizienten und Potenzen. Man lose diese nach q
mit den gewohnten Methoden, beispielsweise der Lisungsformel fiir quadratische Gleichungen. Seien
q1,92,---,q die Losungen mit Vielfachheiten vy, va, ..., v;.

4. Man stelle folgenden Ansatz auf:
an= Bi1-qi +Biz-n-qi +- +Biy, 0" g+

BQ,I .qg +B2’2 .n.qg+...+B2$’U2 .nUQ_l .qg’_i_

+ Bia-qf +Biz-n-qf + -+ Biy 0" gf
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Hinweis. Fiir lauter verschiedene Losungen vereinfacht sich das zu:
an=DB1-q +B2-q3 +-+ B q

Hinweis. Normalerweise schreibt man nicht B; ;, sondern setzt einfach Grofibuchstaben in alphabeti-
scher Reihenfolge ein.

5. Man setze die bekannten Anfangswerte ai,asz,...,am41 ein und bestimme die B;; bzw. B;. (Da bei
einer Rekursion der Linge m+1 genau m—+1 solche Werte B, zu bestimmen sind, bendtigt man m+1
Gleichungen, um diese eindeutig zu bestimmen. )

6. Probe!

Beispiel 1.38. Die Rekursionsgleichung der Fibonaccis, F,, 11 = F}, + F,,—1 ist eine homogene lineare
Rekursion mit konstanten Koeffizienten. Wir wenden daher die neue Methode darauf an:

0. Fn+1:Fn+Fn71
1. qn+1 :qn+qn—1

2. Wir dividieren durch ¢*~!:

Fo=A+B=0=B=-A

Fle-1+2‘/S+B.1*2\/5:1
A Ve 1=V
2

2
L+v6 1-Vh) |
22 -

=A-V5=1

= A -B

_ 1
= =

GO
"5 2 2

6. Wir berechnen zur Probe mit dieser Formel Fj:

e (59 () 0

2 2
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1.3.3 Losungsmethode fiir inhomogene lineare Rekursionen

Inhomogene lineare Rekursionsgleichungen sind im Allgemeinen wesentlich schwieriger zu l6sen. Eine spezielle
Form von inhomogenen Rekursionsgleichungen wollen wir dennoch kurz betrachten, ndmlich diejenigen, bei
denen der INHOMOGENE TERM (STORTERM) s(n) die Form

S(n):(SO+81'n+82'n2+"'+8r'nT)'Qn (1.2)

hat mit Konstanten s; fiir alle 7. Fiir Rekursionen dieser Form kénnen wir eine Modifikation von Methode 1.37
verwenden:

Methode 1.39.

0. Sei eine inhomogene lineare Rekursionsformel mit konstanten Koeffizienten gegeben, deren Storterm
die angegebene Form hat.

1. Man lasse den Storterm vorerst weg und lose die Rekursion fir die Gleichung ohne den Stdrterm mit
Schritten 1-3 von Methode 1.37.

2. Man bestimme eine sogenannte partikuldre Losung, das heifit eine Folge, die die Rekursionsgleichung
erfiillt, aber nicht notwendigerweise die richtigen Startwerte hat. Dazu verwende man folgenden Ansatz:

Y= (to+ti - n+to-n>+--+t,-n")-n"-a" (1.3)

wobei v die Vielfachheit von « als Nullstelle der gerade geldsten homogenen Gleichung ist. Diesen
Ansatz setzt man in die Rekursionsgleichung ein und berechnet die Werte tg,t1, ..., t,.

8. Die Ldsung der Rekursion erhdlt man nun als Addition von partikuldrer Losung und Ansatz der
homogenen Lisung (wie in Schritt 4 der vorigen Methode).

4. Man bestimme die noch ausstindigen Koeffizienten wie zuvor.

5. Probe!

Beispiel 1.40. Man finde eine explizite Darstellung fiir die Folge (a,,) mit a,11 = 2-ap, — an—1 +n
mit den Startwerten ag = 3 und a; = 5.

0. apny1 =2 ap —Gp_1+n
1. Losung der homogenen Rekursionsgleichung mittels Methode 1.37:

0. Die Gleichung ohne Storterm lautet a,4+1 =2 - ay, — an—1.

n+1 n—1

1. Die charakteristische Gleichung dazu ist ¢ =2¢" —q
2. Nach Division durch ¢®~! erhalten wir ¢> = 2¢ — 1.
3

. Dies ist dquivalent zu ¢ — 2¢ + 1 = 0, also (¢ — 1)?> = 0. Wir erhalten daher die doppelte
Losung ¢1 = q2 = 1.

2. Der Storterm lautet s(n) =n = (1-n+0-1)-1", also gilt o = 1. Dies ist eine doppelte Nullstelle
der homogenen Losung, daher verwenden wir den Ansatz y, = (A-n+ B) -n?- 1"
Einsetzen in Rekursionsgleichung ergibt:

(A-(n+1)+B)(n+1)>=2-(A-n+B) 0>~ (A-(n—1)+B)-(n—1)*+n
An® +3An? +3An+ A+ Bn?> +2Bn+ B = An® +34n? —3An+ A+ Bn?> +2Bn— B+n
3An+ B=-3An—B+n
(6A—1)n+2B=0
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Durch Koeffizientenvergleich erhélt man A = %,B = 0. Die partikuldre Losung lautet daher

_ 1 3
yn—g'n~

Wir stellen fest, dass diese Losung die Rekursionsgleichung fiir jedes n erfiillt:

|
yn+1:2'yn7yn—1+n
1 1 3

1
6~(n—|—1)3;2-6~n—6~(n—1)3+n /-6

n3+3n2+3n+1;2n3—n3+3n2—3n+1+6n
n3+3n2+3n+1$n3+3n2+3n+1

3. Ansatz fir allgemeine Losung: a,, =C+ D -n+y,=C+ D -n+ % 3.

4. Einsetzen der Startwerte ergibt fiir n =0, dass ag =3=C=C+D -0+ % - 03 gelten muss, also
C =3, sowie firn=1,dassa; =5=3+D+ £ =C+D-1+ ¢ 13 also D = 4 gelten muss.

Die explizite Form der Rekursionsgleichung lautet daher: a,, = 3 + 16—1 ‘n+ % -n3.

5. Berechnen wir die ersten Folgenelemente mittels der Rekursionsformel, so erhalten wir
3,5,8,13,21,33,.... Fiir as soll also gelten, dass

13 3+11 3+1 33
:a: _— -_—
3 6 6
1 9

=34+ —4+2=13

to T3 ’

was erfiillt ist (und somit die Vermutung nahelegt, dass wir uns nicht verrechnet haben).

Hinweis. Bei mehr als einem Storterm kann man diese auch getrennt betrachten und dann alle partikuléren
Losungen zur homogenen Losung addieren.

1.3.4 Mehr als eine Rekursion

Gelegentlich kommt es vor, dass wir zwei oder sogar mehr Rekursionen gleichzeitig betrachten miissen.
Im Allgemeinen versucht man in so einem Fall, geschickt so lange umzuformen, bis eine der Folgen eine
Rekursionsvorschrift besitzt, die nicht mehr von den anderen abhéngig ist.

Beispiel 1.41. Seien (a,) und (b,) zwei Folgen, die den folgenden Rekursionsgleichungen geniigen:

an+1:2'an+bn

bn+1 =anp + bn
Seien die Startwerte a; = b; = 1. Man berechne a,, in Abhéngigkeit von n.

Losung. Die zweite der beiden Rekursionsgleichungen lésst sich umformen zu
Ap = bn+1 — bn .
Da dies fiir jedes n gilt, gilt durch Indexverschiebung natiirlich auch

Up+1 = bn+2 - bn+1 .
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Wir setzen dies in die erste Rekursionsgleichung ein und erhalten:

(bn+2 - bn+1) =2 (bn+1 - bn) + by
bn+2 = 3bn+1 - bn

ADb hier kommen wir wieder mit dem bekannten Verfahren ans Ziel. O

Beispiel 1.42. In einem Straflennetz, dessen Anfang gezeichnet ist, sind die Punkte in der mittleren
Horizontalen der Reihe nach mit 1,4,7,... bezeichnet. Die oberen Punkte der Reihe nach mit 2,5,8, ...
und die unteren der Reihe nach mit 3,6,9,... .

Wie viele Wege von ,,1“ nach ,,3n 4+ 1 gibt es, die Punkte nur in monoton wachsender Reihenfolge
besuchen? (BWF 2002)

Losung. Die Punkte nur in monoton wachsender Reihenfolge zu besuchen ist dquivalent dazu, in der
gegeben Skizze immer ,,von links nach rechts“ zu gehen.

Sei a,, die Anzahl der Moglichkeiten, den n-ten Knoten auf der mittleren Horizontalen zu erreichen
(also jenen mit der Beschriftung ,3n + 1), und b,, die Anzahl der Moglichkeiten, den n-ten Knoten
der oberen Reihe zu erreichen (der die Beschriftung ,,3n 4 2 triigt). Die Anzahl der Moglichkeiten, den
n-ten Knoten der unteren Reihe zu erreichen, ist auf Grund der Symmetrie natiirlich ebenfalls b,,.

Wir erhalten folgende Rekursionen:

Gpt1 = Qp + 2 by,
bn+1 =apt1 + by

mit den Startwerten ag = 1 und by = 1.
Durch Umformung erhalten wir aus der ersten Gleichung b,, = w und durch Indexverschiebung

by = 250 Wir setzen dies in die zweite Gleichung ein und erhalten:

an+2 - an+1 anJrl — Qp
f — an+1 + # . 2

Up42 — Ap41 = 2a/'rH»l + any1 —an
An42 = 4an+1 — an /(Tl + 1) ~rn
ap41 = 4oy — ap_1
Diese Rekursion hat die charakteristische Gleichung ¢ = 4¢ — 1 mit den Lésungen g 2 = 2 & V3.
Wir machen den unbestimmten Ansatz a, = A(2 + v/3)" + B(2 — v/3)". Mit a9 = A+ B = 1 und

a1 = A(2 4 /3) + B(2 — v/3) = 3 erhalten wir als Losung dieses linearen Gleichungssystems A = Lty3

2V/3
und B = _;%\/57 also

1+3 n o —1+V3 n
27\/5(2+\/§) +W(2f\/§)

Qn =
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1.4 Konvergenz

Né&hert sich eine Folge einem Wert einzelnen Wert immer mehr an, so spricht man von Konvergenz. Wir
werden nun dieses ,,Anndhern“ mathematisch definieren und einen wichtigen Satz {iber Konvergenz kennen-
lernen.

1.4.1 Definition

Definition 1.43. Fin HAUFUNGSPUNKT einer Folge ist ein Punkt, der unendlich viele Folgenelemente ,in
seiner Nihe “ hat.

Konkreter: Ein Wert x heifst Hiufungspunkt einer Folge (a,), wenn fir jedes € > 0 unendlich viele
Folgenelemente a; existieren mit |a; — x| < €. (Unendlich viele solche Folgenglieder existieren dann und nur
dann, wenn fir jedes N € N ein m € N ezistiert mit m > N und |a,, — x| < €.)

Beispiel 1.44. Man bestimme alle Haufungspunkte der Folge b,, = (—1)" + 1

e

Lésung. e Der Wert 1 ist Haufungspunkt der Folge: Gegeben sei ein € > 0 und ein N € N. Fiir
m/ = max (N, [1]) und m = 2m’ gilt m > m’ > N und

‘bm - 1| = |b2m/ - 1|

/ 1
— _12m -1
O
1
=11 -1
|+2m’ |
- 1
T om!
1
< -—-€
-2
<€

e Der Wert —1 ist Hiufungspunkt der Folge: Gegeben sei ein € > 0 und ein N € N. Fiir m' =
max (N, [1]) und m = 2m/ + 1 gilt m > m/ > N und (&hnlich wie vorher) |b,, + 1| < e.

e Kein anderer Wert ist Haufungspunkt der Folge: Sei  ein Wert auer —1 und 1, und sei d(z) der

kleinste Abstand zu einem dieser beiden Haufungspunkte, also d(z) = min (|z — 1|, |« + 1]). Fur
@ und N > % sind alle Folgenglieder a,, mit m > N hochstens € von 1 oder —1 entfernt. Da
x aber mindestens 2e¢ von diesen Punkten entfernt ist, kann auf Grund der Dreiecksungleichung
kein weiteres Folgenglied mehr néher als € bei x liegen.

O

Zuséatzlich kann man auch co und —oo als Haufungspunkte definieren, benétigt hier aber eine etwas
andere Definition (da der in Definition 1.43 verwendete Abstand eines Punktes zum Haufungspunkt fiir co
nicht definiert ist):

Definition 1.45. Man bezeichnet oo als (unendlichen) Hdiufungspunkt einer Folge, wenn die Folge nicht
nach oben beschrinkt ist, also beliebig grofse Elemente enthdlt. Formal: oo ist ein Hdaufungspunkt dann und
nur dann, wenn fir jedes N € N ein m € N existiert mit a,, > N.

Ebenso bezeichnet man —oo als (unendlichen) Hiufungspunkt einer Folge, wenn die Folge nicht nach
unten beschrdnkt ist, also beliebig kleine Elemente enthdlt. Formal: —oo ist ein Haufungspunkt dann und nur
dann, wenn fiir jedes N € N ein m € N existiert mit a,, < —N.

Im Allgemeinen haben wir folgende Fille:
e Die Folge hat keinen endlichen Haufungspunkt. In diesem Fall sagen wir, dass die Folge DIVERGIERT.

e Die Folge hat oo als einzigen Haufungspunkt. Wir sagen, dass die Folge DIVERGIERT bzw. dass die
Folge gegen oo geht.
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e Die Folge hat —oo als einzigen Haufungspunkt. Wir sagen, dass die Folge DIVERGIERT bzw. dass die
Folge gegen —oo geht.

e Die Folge hat genau einen Hiufungspunkt, und dieser ist endlich. Wir sagen, dass die Folge gegen
diesen Wert KONVERGIERT bzw. gegen diesen Wert ,,geht“, und nennen diesen Wert den GRENZWERT
(L1MES) der Folge.

e Die Folge hat zwei oder mehr Haufungspunkte. Auch in diesem Fall sagen wir, dass die Folge DIVER-
GIERT.

Einige Beispiele fiir alle fiinf Falle:

Beispiel 1.46.
e Die Folge hat keinen endlichen Haufungspunkt, divergiert also.

— Die Folge (a,,) mit a,, = n hat oo als Hiufungspunkt. Dieser ist nicht endlich, also divergiert
die Folge.

— Die Folge (a,) mit a,, = (=1)" - n hat co und —oo als Hiaufungspunkte. Keiner davon ist
endlich, also divergiert die Folge.

e Die Folge hat nur co als Haufungspunkt, divergiert also, bzw. geht gegen oo.

— Die Folge (a,) mit a,, = n hat nur oo als Hiufungspunkt.
— Die Folge (a,) mit a, = 2" hat nur co als Hiufungspunkt.

— Die Folge (a,) mit a,, =1+ % + % + % + et % hat nur co als Hiufungspunkt.

Die Folge hat nur —oo als Haufungspunkt, divergiert also, bzw. geht gegen —oo.

— Die Folge (a,) mit a,, = —n hat nur —oo als Haufungspunkt.
— Die Folge (a,) mit a,, = —1.7" hat nur —oco als Haufungspunkt.
— Die Folge (a,) mit a, =1 — % — % — i — = % hat nur —oo als Hiufungspunkt.

Die Folge hat genau einen Haufungspunkt, und dieser ist endlich. Sie konvergiert also gegen diesen
Wert.

— Die Folge (a,) mit a, = % konvergiert gegen 0.
— Die Folge (a,) mit a, =1+ 14 1+ § + ...+ 5 konvergiert gegen 2.

5n°—3n+2

— Die Folge <a/n> mit ap = Tn2+732

. 5
konvergiert gegen 2.

Die Folge hat zwei oder mehr Haufungspunkte, divergiert also.

— Die Folge

— Die Folge

— Die Folge

— Die Folge

— Die Folge {(a,) =1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,1,2,3,4,5,1,2,3,4,5,6,1,2,... hat Hiufungspunkte
bei jedem a € Z* und bei oco.

: _ 111111111111 111°1°]1 " . C1
— Die Folge (an) = 1,1,5:1:3:3: 10323 51023 15> 13- -- hat Haufungspunkte bei -

fiir jedes a € Z* und bei 0.
— Die Folge (a,) = sin(n) hat Hiufungspunkte in allen z € [—1,1].

ap) mit a, = (—1)™ hat Hiufungspunkte bei 1 und —1.

an) mit a, = (—1)" + L hat Haufungspunkte bei 1 und —1.

o~ o~~~

)
)
ap) mit a, = n mod 3 hat Hiufungspunkte bei 0, 1 und 2.
ap) mit a, = 2" 4+ (—2)" hat Haufungspunkte bei 0 und oo.
)

24



Eine alternative (gleichwertige) Definition von Konvergenz lautet wie folgt:

Definition 1.47. Man sagt, dass eine Folge gegen einen Wert x konvergiert, wenn fir alle e > 0 ein N € N
existiert, sodass fir allen > N gilt, dass |a, — x| < €.

Hinweis. Es gibt viele gleichwertige Arten, Konvergenz und H&ufungspunkte zu definieren. Aus Definiti-
on 1.47 kann beispielsweise leicht hergeleitet werden, dass z dann ein Haufungspunkt der Folge ist, und dass
es keine weiteren Haufungspunkte geben kann.

Definition 1.48. Sei (a,) eine Folge mit Grenzwert a, dann schreibt man

lim a, =a .

n—oo
Hinweis. Ganz korrekt miisste man bei Folgen immer vom Konvergenzverhalten wenn n gegen oo geht
sprechen. Bei Folgen ergibt es sich meist aus dem Zusammenhang, dass man diesen Fall betrachtet. In
anderen Zusammenhéngen kann aber auch das Verhalten betrachtet werden, wenn sich eine Variable einem

gewissen Wert anndhert. Was beispielsweise passiert mit dem Wert von w
sin(x)
x

, wenn x sehr sehr klein wird?

Hier wiirde man beispielsweise herausfinden, dass
schreibt

gegen 1 konvergiert, wenn = gegen 0 geht, und

lim sin(x)

x—0 xT

=1.

Zuletzt betrachten wir noch den Zusammenhang zwischen Héufungspunkten und Konvergenz von Teil-
folgen:

Satz 1.49. Sei (a,) eine Folge. Ein Wert x ist dann und nur dann Hdufungspunkt der Folge, wenn eine
Teilfolge von (a,) existiert, die gegen x konvergiert.

Beweis. ,==“: Sei (an, )ren eine Teilfolge von (a,), die gegen x konvergiert. Dann existiert fiir jedes € > 0
ein N € N, sodass fiir alle n > N gilt, dass |a, — | < €. Folglich liegen fiir jedes ¢ > 0 unendlich viele
Folgenelemente naher als € bei x, daher ist x ein Hiufungspunkt.

=" Sei x ein Hiaufungspunkt von (a,). Wir definieren eine Teilfolge (an, )ren wie folgt: Da x ein
Héiufungspunkt ist, existieren unendlich viele Folgenelemente mit |a,, — x| < 1. Sei n; die kleinste natiirliche
Zahl, sodass |a,, —z| <1 gilt.

Fiir alle weiteren k € N gilt wieder, dass unendlich viele Folgenelemente mit |a,, — x| < % existieren.
Insbesondere existieren auch fiir n > ng_; noch unendlich viele weitere solche Folgenelemente. Fiir jedes
k € N sei nj daher die kleinste natiirliche Zahl mit |a,, — 2| < % und ng > ng_1.

Die Teilfolge (an,)ren konvergiert gegen x, da fiir jedes e > 0 gilt, dass fir alle & > % der Abstand
lan, — x| < € ist. O

1.4.2 Rechenregeln fiir Konvergenzen

Satz 1.50. Seien {(a,) und (b,) zwei Folgen. Die Folge (ay) konvergiere gegen a und die Folge (by) konver-
giere gegen b.
Dann konvergieren auch

e (a, +b,) gegen a + b,

e (a, —b,) gegen a — b,

e (a, -by,) gegen a-b, und

e falls b # 0 gilt, dann konvergiert <%n> gegen 3.

Insbesondere gilt mit der konstanten Folge a,, = 0, dass (—b,) = (0 — b,) gegen —b konvergiert, und mit
der konstanten Folge a,, = 1, dass (bi> fiir b # 0 gegen % konvergiert.
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Sei weiters (c,) eine divergent Folge, dann gilt fiir Operationen zwischen einer konvergenten und einer
divergenten Folge:

e (a, + ¢,) divergiert.
e (a, — c,) divergiert.
e Falls a # 0, dann divergiert (5=).

o Fiir (an - cn) sowie (2=) und () ist keine generelle Aussage maoglich.

C

Seien (cp) und (dy,) schliefllich zwei divergente Folgen, dann ist iber keine der Operationen (Addition,
Subtraktion, Multiplikation, Division) eine generelle Aussage mdaglich.

Einige Beispiele:

Beispiel 1.51.

e Seia, = 27?;%1 und b, =5+ +. Die Folge (a,,) konvergiert gegen 2 und die Folge (b,) gegen 5.

Daher konvergiert

—25) gegen —2,

w3 — 5~ n) gegen =3,
B (54 ) s 10,

1 _ 2n+1 _ 2n2+ 2
n+3 5+%> - <5n+1?>+1+%> - <5n2i16:+3> 88l 5-

e Sei a, =13+ 1 und ¢, = (—1)". Die Folge (a,) konvergiert also gegen 13, wihrend die Folge (c;,)
zwei Haufungspunkte bei —1 und 1 hat.

13 4+ L 4 (=1)") hat zwei Haufungspunkte bei 12 und 14, divergiert also.

13+ % — (=1)™) hat zwei Haufungspunkte bei 12 und 14, divergiert also.

(13+ 1) - (=1)™) hat zwei Haufungspunkte bei 13 und —13, divergiert also.

1

o) hat zwel Haufungspunkte bei 13 und —13, divergiert also.

) hat zwei Haufungspunkte bei 1—13 und —%, divergiert also.

e Zum Vergleich: Sei a,, = + und wieder ¢, = (—1)". Die Folge (a,) konvergiert also gegen 0,
withrend die Folge {(c,,) zwei Hiufungspunkte bei —1 und 1 hat.

+ (—1)™) hat zwei Haufungspunkte bei —1 und 1, divergiert also.

\
o~ o~ o~~~

— (—=1)™) hat zwei Haufungspunkte bei —1 und 1, divergiert also.

3= 3= 3=

- (—=1)™) hat einen Haufungspunkte bei 0, also konvergiert sie.

-

n

- hat einen Hiufungspunkte bei 0, also konvergiert sie.

—~
_ =
— —
3

) geht gegen oo, divergiert also.

3

e Seic, = (—1)" und d,, = n. Beide folgen divergieren also; Die Folge (¢, ) hat zwei Hiufungspunkte
bei —1 und 1, wihrend (d,,) gegen co geht.

1)™ 4+ n) geht gegen co.

1)™ - n) hat zwei Hiaufungspunkte bei oo und —oo.
D"
n

(=1)

(=1)™ — n) geht gegen —oo.
(=1)

(_

=
=
—
—

) konvergiert gegen 0.
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<( 1)n> hat zwei Haufungspunkte bei co und —oo.

e Sei ¢, = (—1)" + 1 und d, = 5 — (—1)". Beide folgen divergieren also; Die Folge (c,,) hat zwei
Hiufungspunkte bei —1 und 1, und die Folge (d,,) hat zwei Haufungspunkte bei 4 und 6.

(=)™ + L +5—(=1)") konvergiert gegen 5.

(-1)"+1 -5+ (—1)") hat Haufungspunkte bei 3 und 7, divergiert also.
(D" +21).(5—(=1)")) hat Héiufungspunkte bei 4 und —6, divergiert also.
(

_7> hat Hiufungspunkte bei 1 7 und — divergiert also.

77> hat Haufungspunkte bei 4 und —6, divergiert also.

e Sei ¢, = (-1)" 4+ % und d,, = —(—1)". Beide folgen divergieren also, da sie jeweils zwei
Héufungspunkte bei —1 und 1 haben.

— {((=1)™ = (=1)™) konvergiert gegen 0.
(=1)™ + (—1)™) hat Haufungspunkte bei —2 und 2, divergiert also.

Satz 1.52. Sei a, ein Polynom vom Grad k, und sei py der Koeffizient der héchsten vorkommenden
Potenz. Falls a,, ein konstantes Polynom ist (also k = 0), konvergiert die Folge {(a,) gegen diese Konstante.
Andernfalls gilt: Falls pr, > 0 ist, so geht die Folge gegen oo, falls pr, < 0 ist, so geht sie gegen —oo. (Der Fall
pr = 0 kann nicht auftreten, da py per definitionem ja der Koeffizient der héchsten vorkommenden Potenz
ist.)

Beweis. Dass ein konstantes Polynom gegen diese Konstante konvergiert, ist offensichtlich. Andernfalls heben
wir die hochste Potenz n* heraus und erhalten:

an = pen® + pr_1n® Tt pr_on® T2 4+ 4 pan® 4+ pin + po

Pk—1 | Pk—2 P2
(p+ +55 +”.+nk*2+nk1+7>

Da im rechten Term alle Summanden der Form 22 gegen 0 gehen wenn n gegen oo geht, geht der gesamte
Term gegen py.

Sei py. positiv. Fiir ausreichend grofie n ist der rechte Term mindestens Z*, und das Produkt somit
mindestens n - &, Somit geht das Produkt gegen oo.

Fiir negatlves pr ist der rechte Term fiir ausreichend grofie n kleiner als £ = —|&¢|, und das Produkt
geht gegen —oo. O

Satz 1.53. Sei a, eine rationale Funktion, d.h.

P(n)

Q)

wobei P(n) und Q(n) Polynome sind. Der Grad eines Polynoms P ist die hichste vorkommende Potenz
und wird manchmal als Grad(P) angeschrieben. Seien py und qo die Koeffizienten der jeweils héchsten
vorkommenden Potenz in P und Q. Es gilt:

o Wenn Grad(P) > Grad(Q), dann divergiert die Folge.
e Wenn Grad(P) < Grad(Q), dann konvergiert die Folge gegen 0.
o Wenn Grad(P) = Grad(Q), dann konvergiert die Folge gegen 52.
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Beweis. Sei m = Grad(P) und k = Grad(Q). Es gilt

_ P(n)
T Q)
_ ponm +plnm_1 +p2nm—2 + - +pm72n2 + DPm—11 + Pm
o qonF P 4 genF 2 g on? + gean + g
pon™ K 4 pyn™ R 4o pon™ 2 o 4 p R+ pn
B Qo+ an '+ g@n 24+ qpon® P 4 gn!F + gt

wobei wir im letzten Schritt Nenner und Zahler durch n* dividiert haben.

Zunichst beobachten wir, dass .5 fiir jede Konstante ¢ und jede positive ganze Zahl d gegen 0 geht.
Fiir den neuen Nenner N gilt daher:

lim N = lim (g0 +qn™" + g™ 4o+ queon®™ 4 geoan! T+ gen ")
qk—2 qk—1 dk
= hm (qo+—+—+ +nk—2+n’f—1 +—)
lim (gqo) + lim (—) + lim (qi) +---4 lim (qk )—l— lim (Qk_l) + lim (q—k)
= lim (q)+0+0+---4+0+0+0

n—oo

= 4o

Der Zihler konvergiert also gegen qqg.

Fiir den neuen Ziahler Z mit der Form

Z =pon™ F 4 pn™ T fpan™ 2 g e b p it T

haben wir drei Falle zu unterscheiden:

e Falls m < k, dann haben alle Potenzen von n negative Hochzahlen, also konvergieren alle Summanden
gegen 0. Der Nenner geht daher gegen 0, und der Quotient daher ebenfalls gegen O.

e Falls m = k, dann haben alle Potenzen von n negative Hochzahlen bis auf pon™ % = pon™™

pon® = pg. Dieser eine Summand konvergiert daher gegen pg, alle anderen gegen 0. Der Nenner geht
daher gegen pg, und der Quotient daher gegen 2—3.

e Falls m > k, dann haben einige Potenzen von n positive Hochzahlen, der Rest hat 0 als Hochzahl
oder negative Hochzahlen. Der Teil mit negativen Hochzahlen konvergiert gegen 0, und ein eventuell
vorhandener Summand mit 0 als Hochzahl ist eine Konstante und somit konvergent. Das verbleibende
Polynom (bestehend aus den Potenzen mit positiven Hochzahlen) geht gemifl Satz 1.52 gegen oo oder
—o0. Daher divergiert der Zahler, und damit auch der Quotient.

O
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Zur Demonstration an Hand einiger Beispiele:

Beispiel 1.54.

5n273n+2

o Fiir a, = *77755° gilt:

. . B2 —3n+2
lim a, = lim ————
n—o0o n—o00 7n2 + 732

. . 3 . 2
o hmn—>oo 5 - hmn—)oo n + hmn—>oo n2
- 732
n2

limy, oo 7 + lim, oo
_5-0+0
740

2 .
e Fiir a, = 222242 gilt:

i i 5n? — 3n + 2

im a, = lim —s———
i Aot

i (3 - + %)

limy, oo (7 + %)

: 5 : 3 : 2
o hmn—>oo n hmn—>oo n2 + hmn—>oo n3

limy, o0 7 + limy, 00 252

~0-0+40
740
=0

5n273n+2

e Fiir a, = T2 gilt:

. . bn?—3n+2
lim a, = lim ————
n—00 n—oo (n -+ 732
. n—3+2
limy o0 (5 — 34 2)
C limpeo (7 22)

limy, 00 51 — limy 00 3 + limy, 0 2

732
n

limy, oo 7 + lim, oo
~ limy 50057 — 340
B 740

= 0
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Satz 1.55. Habe a,, die Form a,, = q",q € R. Dann gilt:
e Ist |q| > 1, divergiert die Folge.
e Ist |q| < 1, dann konvergiert die Folge gegen 0.
e Ist q =1, dann konvergiert die Folge gegen 1.
e Ist q = —1, dann divergiert die Folge.

Beweis. Fiir ¢ > 1 werden die Werte ¢™ beliebig grof, die Folge geht daher gegen oc.
Fiir ¢ = 1 ist die Folge konstant 1.
Fiir —1 < ¢ < 1 geht die Folge gegen 0, da ¢™ fiir ausreichend grofie Werte von ¢ beliebig klein wird.
Fiir ¢ = —1 hat die Folge zwei Haufungspunkte bei —1 und 1, divergiert also.
Fiir ¢ < —1 werden die Werte g™ fiir gerade n beliebig grofl und fiir ungerade n beliebig klein. Die Folge
hat daher zwei Haufungspunkte bei co und —oo. O

1.4.3 Monotonie und Beschrinktheit — Konvergenz

Kennen wir von einer Folge die explizite Darstellung, so lasst sich das Konvergenzverhalten meist aus dieser
ableiten. Ist hingegen nur die Rekursionsgleichung bekannt, gestaltet sich die Sache schon etwas schwieriger.
Wir wollen nun eine Methode betrachten, die bei manchen dieser Gleichungen zielfithrend sein kann: Liegt
eine (nicht notwendigerweise lineare) Rekursion erster Ordnung vor (d.h. a,y; = r(a,) fiir eine beliebige
stetigen Funktion r(z)), so kann man versuchen, zuniichst zu beweisen, dass die Folge iiberhaupt konvergiert.
Danach suchen wir sogenannte Fixpunkte (also Punkte, in denen r(x) = z gilt), da bekannt ist, dass die Folge
gegen einen dieser Fixpunkte streben muss. Schliellich bleibt noch zu bestimmen, welcher der Fixpunkte der
Grenzwert ist.
Zunéchst bendtigen wir die Definitionen von MONOTONIE und BESCHRANKTHEIT:

Ungleichung strikt, d.h. ap, > an,, so sagt man, dass die Folge STRENG MONOTON STEIGEND ist.
Eine Folge (a,) heifft MONOTON FALLEND, wenn aus n > m folgt, dass a, < an,. Ist die Ungleichung
strikt, d.h. a, < an, so sagt man, dass die Folge STRENG MONOTON FALLEND ist.

Definition 1.56. FEine Folge {(a,) heifft MONOTON STEIGEND, wenn aus n > m folgt, dass a, > am,. Ist die

Definition 1.57. Fine Folge heifft NACH OBEN BESCHRANKT, wenn eine obere Schranke existiert, die von
keinem Folgenelement tiberschritten wird, i.e., wenn eine Schranke s € R existiert, sodass a, < s fiir alle
n €N gilt.

FEine Folge heifft NACH UNTEN BESCHRANKT, wenn eine untere Schranke existiert, die von keinem
Folgenelement unterschritten wird, i.e., wenn eine Schranke s € R existiert, sodass a, > s fir alle n € N
gilt.

Eine Folge heifit BESCHRANKT, wenn sie nach oben und nach unten beschrinkt ist.

Wir kénnen einige wichtige Beobachtungen iiber die Zusammenhénge zwischen Konvergenz und Be-
schrénktheit machen:

Satz 1.58. Sei (a,) eine konvergente Folge reeller Zahlen, dann ist (a,) beschrinkt.

Beweis. Sei a der Grenzwert der Folge. Wir wihlen ¢ = 1. Nach der Definition von Konvergenz existiert
ein N, sodass fiir alle n > N gilt, dass |a, — a| < 1. Fiir n > N gilt daher a,, < a + 1. Fiir die endlich
vielen kleineren Werte berechnen wir M = max (ag, a1, a9, ...,ay). Da jeder dieser Werte endlich ist und
das Maximum endlich vieler Werte betrachtet wird, ist auch M eine reelle Zahl. Somit gilt fiir alle n € N,
dass a, < max(M,a+1).

Analog kénnen wir mit M’ = min (ag, a1, as,...,ay) zeigen, dass a, > min (M’ ;a — 1) fiir alle n € N
gilt. O

Satz 1.59 (Satz von Bolzano-Weierstra8). Sei die Folge (a,) beschrinkt, dann hat die Folge mindestens
einen Hdufungspunkt, und alle Hiufungspunkte der Folge sind endlich.
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Beweis. Dass —oo und oo nicht Haufungspunkte der Folge sein kénnen, folgt sofort aus der Beschréanktheit
und der Definition unendlicher Haufungspunkte.

Sei A die untere und B die obere Grenze der Folge (a,), d.h. alle Folgenelemente sind im Intervall [A, B]
enthalten.

Wir setzen Ag = A und By = B. Sei Cy = % der Mittelpunkt des Intervalls. Da [Ag, Bg] unendlich
viele Folgenelemente enthilt, muss mindestens eines der beiden Intervalle [Ag, Cp] und [Cop, By] ebenfalls
unendlich viele Folgenelemente enthalten. Falls [4g, Cy] unendlich viele Punkte enthélt, setzen wir A1 = Ag
und By = Cy, andernfalls A; = Cy und By = By. Somit enthélt das Intervall [A;, B;] wieder unendlich viele

Folgenelemente.
Wir setzen dies auf die gleiche Weise iterativ fort: Das Intervall [A,,, B,,] enthalte unendlich viele Folgenele-
mente. Sei C,, = % der Mittelpunkt des Intervalls. Da [A,,, B,] unendlich viele Folgenelemente enthiilt,

muss mindestens eines der beiden Intervalle [A,,, Cy,] und [C,,, By] ebenfalls unendlich viele Folgenelemente
enthalten. Falls [A,,, C,] unendlich viele Punkte enthilt, setzen wir A, 1 = A, und B,1 = C,,, andernfalls
Apy1 = Cpund B4 = By, Somit enthélt das Intervall [A,, 11, Bp41] wieder unendlich viele Folgenelemente.

Somit erhalten wir eine unendliche Folge von ineinander verschachtelten Intervallen [A;, B;], von denen
jedes halb so lang ist wie das vorhergehende. Da die Lénge der Intervalle gegen 0 geht, existiert daher genau
eine reelle Zahl, die in allen Intervallen enthalten ist; Dies folgt aus einer der moglichen Konstruktionen der
reellen Zahlen, auf die hier nicht niher eingegangen wird. Sei also x diejenige reelle Zahl, sodass = € [A;, B;]
fiir alle ¢ € N gilt.

Dann ist  Hiaufungspunkt der Folge, da fiir jedes € ein N € N existiert, sodass das Intervall [Ay, By]
kiirzer als € ist. Somit liegen im Intervall [Ay, By| unendlich viele Folgenelemente, die alle hdchstens e von
x entfernt sind (da sich ja auch = innerhalb dieses Intervalls befindet). O

Satz 1.60. Sei die Folge {a,) monoton steigend (fallend) und nach oben (unten) beschrinkt. Dann konver-
giert die Folge.

Beweis. Sei (a,) nach oben beschrinkt und monoton steigend. Wegen a,, > an—1 > ap_o > -+ > ag >
a1 > ag, also a, > ag fur alle n, ist die Folge auch nach unten beschrinkt. Somit besitzt sie nach Satz 1.59
mindestens einen Haufungspunkt.

Nehmen wir an, die Folge wiirde zwei (oder mehr) Hiufungspunkte besitzen; Seien x und y zwei ver-
schiedene Haufungspunkte, und sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit y > z. Wir wollen zeigen, dass
die Folgenelemente auf Grund der Monotonie fiir ausreichend kleine ¢ nicht mehr zwischen den beiden
Héaufungspunkten , hin- und herspringen“ konnen. Sei daher weiters e = 3=,

Sei apy ein Folgenelement mit |ay —y| < €. Da auch z ein Hiufungspunkt ist, muss ein N’ > N existieren
mit |ay — x| < e.

Nun gilt aber

aN’—CZN<(Z’+€)_(y_€):x_y+26:$—y+2'y;x:xgy <0,

ein Widerspruch zur vorausgesetzten Monotonie. O

Achtung. Die Umkehrung stimmt nicht. Eine Folge kann konvergent sein, ohne monoton zu sein. Die Folge
an = (—0.5)™ beispielsweise springt hin und her zwischen positiven und negativen Werten, konvergiert aber
trotzdem gegen 0.

Definition 1.61. Ein FIXPUNKT einer Funktion r(x) ist ein Wert a, fir den gilt, dass a = r(a).

Bevor wir uns dem zentralen Satz dieses Abschnittes zuwenden, zur Wiederholung noch einmal die
Definition von STETIGKEIT:

Definition 1.62. FEine Funktion f(x) heifst STETIG in a, wenn fir jedes € > 0 ein & > 0 existiert, sodass
fiir alle b mit |b—a| < 6 folgt, dass |f(b) — f(a)] < e.
Eine Funktion heifit STETIG, wenn sie in jedem Punkt stetig ist.

Eine dquivalente Definition lautet wie folgt:

Definition 1.63. Eine Funktion f(x) heiffit STETIG in a, wenn fir jede Folge (x,), die gegen x konvergiert,
auch (f(zy)) gegen f(x) konvergiert.
Eine Funktion heiffit STETIG, wenn sie in jedem Punkt stetig ist.
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Hinweis. Informell kann man sagen, dass eine Funktion stetig ist, wenn man sie als durchgehende Linie
zeichnen kann, bzw. wenn sie keine Sprungstellen hat.

Satz 1.64. Sei r(z) eine stetige Funktion, und sei (a,) mit any1 = r(an) eine konvergente Folge mit
Grenzwert a. Dann ist dieser Grenzwert a ein Fizpunkt von r(z).

Beweis. Da (a,) gegen a konvergiert und die Funktion r(z) stetig ist, muss auch (f(a,)) gegen f(a)
konvergieren. Nehmen wir an, a wire kein Fixpunkt, d.h. r(a) = a + d mit d # 0. Sei § = |d|. Wegen
der Konvergenz von (a,) muss ab einem N’ gelten, dass |a, — a| < g fiir alle n > N’, und wegen der
Konvergenz von (f(a,)) gilt ab einem N”, dass absf(a,) — f(a) < ¢ fiir alle n > N”’.

Fiir N = max (N’, N”) gelten daher beide Abstandsbedingungen fiir alle n > N. Insbesondere gilt dann
lan41—a| < &. Umgekehrt gilt aber auch | f(an)— f(a)| = |ant1—(a+d)| = lay11—a—d| < $. Damit wiirde
wegen der Dreiecksungleichung aber gelten 6 = |d| = |d+a—any1—a+anii1| < |[d+a—ani1|+lanyi—al <
fracdd + g = %, was fiir § > 0 nicht erfiillt sein kann. O

Daraus ergibt sich die folgende Methode:

Methode 1.65.

0. Die Rekursionsformel geniigt der Form any1 = r(ay) mit einer stetigen Funktion r(x).

1. Man beweise, dass die Folge fiir den gegebenen Startwert monoton steigend (fallend) und nach oben
(unten) beschrinkt ist.

2. Man bestimme die Fizpunkte, indem man fir a,+1 und jedes a, eine noch zu bestimmende Konstante
c einsetzt, und lose die entstehende Gleichung nach c.

3. Man bestimme, welcher der Fixpunkte der Grenzwert der Folge ist.

Beispiel 1.66. Man bestimme den Grenzwert der Folge (a,) mit a,+1 = v/12 + a,, und a; = 1.

Lésung. Wir zeigen zunédchst Beschrianktheit:
Vermutung: n < 4. Wir beweisen dies durch vollstdndige Induktion:

e Basis:a; =1<4

e Annahme: Es gilt ap, <4 fir k=1,...,n.

e Schritt: Wir wollen zeigen, dass auch a,11 < 4 gelten muss, was mit ayy1 = V124+ay <
V12 + 4 = /16 = 4 leicht gezeigt ist.
Nun zeigen wir Monotonie:

Vermutung: Die Folge ist monoton steigend. Beweis der Vermutung:

!
Anp+1 2 (079

! 2 ..
V12 +a, > a, / (Aquivalenzumformung da a,, > 0)

!
12+an2ai
—a? +a, +12>0

Dies ist genau dann der Fall, wenn a,, € [—3,4]. Dies gilt fiir alle Folgenglieder, da die obere Schranke
von 4 bereits bewiesen wurde, und aus der Definition sofort ersichtlich ist, dass alle Folgenelemente
positiv sind.

Da die Folge monoton steigend und nach oben beschréankt ist, konvergiert sie. Nun gilt es nur noch,
den Grenzwert zu finden. Dazu bestimmen wir zunéchst alle Fixpunkte, indem wir in der Rekursions-
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gleichung Folgenelemente durch ein konstantes ¢ ersetzen:
2
c=+vV12+c /
A=12+¢

Losen dieser quadratischen Gleichung ergibt:

C1 — 4, Cy = -3
Nur 4 ist tatséichlich ein Fixpunkt von f(z) = /12 + z. Die Folge konvergiert daher gegen 4. O

Eine Frage ist noch offen: Woher kam die anfingliche Vermutung, a,, < 4?7 Einerseits kann man ein-
fach die ersten Werte berechnen und dann raten. Fiir diese Folge sind die ersten fiinf Werte (gerundet)
1,3.6,3.95,3.994, 3.999. Der Schluss liegt nahe.

Oft kann es aber wesentlich einfacher sein, zuerst die Fixpunkte zu bestimmen und daraus Riickschliisse
iiber die Folge zu ziehen. Achtung: Sowas ist zur Untersuchung der Folge auf dem Konzeptpapier erlaubt,
aber kein mathematischer Beweis.

Weiters ist zu beachten, dass nicht jeder Fixpunkt automatisch Grenzwert ist:

Beispiel 1.67. Sei (a,) eine Folge mit a1 =2 a, + 3 und a; = 1. Wir bestimmen die Fixpunkte:

c=2-c+3
c=-3

Obwohl die Folge monoton ist und die Rekursionsformel einen Fixpunkt besitzt, ist die Folge aber
divergent!

Allerdings kénnen wir uns Satz 1.64 hier auf andere Weise zu Nutze machen: Nehmen wir an, die
Folge wiirde konvergieren, dann miisste sie gegen einen Fixpunkt konvergieren, also gegen —3, da dies
der einzige Fixpunkt ist. Allerdings sehen wir sofort, dass alle Folgenelemente positiv sein miissen. Somit
ist sofort gezeigt, dass die Folge divergent ist.

Hinweis. Eine Folge muss nicht notwendigerweise gegen den ,ndchsten“ Fixpunkt konvergieren, d.h. eine
monoton steigende Folge mit Startwert 1 und mit Fixpunkten 5 und 10 kann durchaus gegen 10 konvergieren.

Um Konvergenz zu zeigen, konnen wir im Falle eines Falles auch auf ein weiteres Konvergenzkriterium
zuriickgreifen:

Satz 1.68. Sei (a,) eine Folge und gelte ab einem gewissen Index N, dass |any1 —al < C - |ay, — a| mit
einer Konstanten 0 < C < 1, so konvergiert die Folge gegen a. Man spricht hier auch von LINEARER
KONVERGENZ.

Sei {a,) eine Folge und gelte ab einem gewissen Index N, dass |ap+1 —a| < C - la, —al? mit p > 1 und
einer beliebigen Konstanten C, so konvergiert die Folge ebenfalls gegen a. Fir p = 2 beispielsweise nennt
man dies QUADRATISCHE KONVERGENZ, allgemein spricht man von KONVERGENZ p-TER ORDNUNG.

Beispiel 1.69. Sei (a,) eine Folge mit a,11 =1+ al Man betrachte das Verhalten der Folge fiir die
Startwerte 10, 1, —0.5, —1, —2 und —3, und bestimme allgemein das Konvergenzverhalten fiir Startwerte
a; > 0.
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Zunéchst berechnen wir die Fixpunkte von f(z) =14 £:

22—z -220

(z+1)(z—2)=0

Die beiden Fixpunkte sind daher —1 und 2. Sollte es einen Grenzwert geben, kommt somit nur —1 oder
2 dafiir in Frage.

Wir sehen durch Ausrechnen der ersten Elemente schnell, dass die Folge nicht monoton ist. Eventuell
konnen wir fiir Folgenglieder in einem gewissen Bereich aber zeigen, dass der Abstand zu dem vermuteten
Grenzwert 2 immer kleiner wird:

[f(z) =2[<C |z -2
2
— |1+E72|§C~|x—2|

2
= |--1<C |z—-2
€T

Betrachten wir zunéchst das Konvergenzverhalten fiir den Fall x > 2:
2
2 1<C o2
x

2
— 1-Z<c.z-20 /-ac>0
X
— x-2<C-22-2C -z
= 0<C-2°—(20+1)-2+2
20 +1+V/4C?2 +4C +1-8C

20
20 +1+ /(20 —1)2
2C

20 +1+ (20 — 1)
2C

{27 6}

1,2 =

,2)7 also insbesondere fiir alle x im

,00), dass |anq1 —al < 193 - an — al.

Ql=

Die Ungleichung gilt somit fiir alle x aulerhalb des Bereiches (

Bereich [2, 00). Fiir C' = 13? beispielsweise gilt somit im Bereich [

Betrachten wir weiters den Fall 0 < x < 2:

[\

2
Z-1<Cfe—2
X

2
— Z_1<20-C-z /-x>0
X
— 2-x<20-2-C- 2
— 0<-C-22+(2C+1) 22

1
=42 —
.%'172 { 70}

Fiir C' = 132 gilt im Bereich [155,2] = [1.01,2], dass |an41 — a| < 103 - |a, — al.
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Insgesamt ist also fiir alle z € [1.01, oo] das néchste Folgenelement niher bei 2 als das vorhergehende.
Sobald wir also beispielsweise ein a; € [1.01,2.99] finden, néhert sich die Folge in jedem weiteren Schritt
mehr an 2 an, da sie nach jedem Schritt sicher immer noch innerhalb des Bereiches [1.01,2.99] befindet.

Betrachten wir nun die ersten Folgenelemente fiir jeden Startwert:

e Mit a; = 10 erhalten wir as = 1.2, also as € [1.01,2.99]. Ab dort konvergiert die Folge also gegen

2.

e Mit a; = 1 ist der Startwert bereits im Intervall [1.01,2.99], also konvergiert die Folge ebenfalls
gegen 2.

e Mit a; = —0.5 erhalten wir ay = —3, a3 = %, ay =7und as = %. Wiederum konvergiert die Folge
ab dort gegen 2.

e Mit a3 = —1 erhalten wir as = —1 und somit natiirlich weiters a,, = —1 fiir alle n. Die Folge
konvergiert daher gegen —1.

e Mit a3 = —2 erhalten wir a2 = 0, also ist ag als Division durch 0 nicht eindeutig definiert.

e Mit a; = —3 ist bereits in der Folge mit dem Startwert —0.5 aufgetreten und verhélt sich ab dort
natiirlich gleich, konvergiert also ebenfalls gegen 2.

Fiir einen beliebigen Startwert a; > 0 haben wir folgende Fille zu betrachten:

e 1 <a; < 1.01. Wir stellen fest, dass unser C rein willkiirlich gewahlt war; Hatten wir beispielsweise
C = 1000000 gewihlt, konnten wir damit zeigen, dass die Folge fiir alle Startwerte im Berelch
[1.000001, 2. 999999] gegen 2 konvergiert. Wir finden daher sicher einen Wert C, mit dem a; > &
gilt, und die Konvergenz somit bewiesen ist.

e 1.01 < ap <2.99. Dann folgt die Konvergenz gegen 2 wie oben gezeigt.

e 2.99 < ay. Dann gilt as = 1 + i <2und ay =1+ a—ll > 1. Somit ist die Konvergenz mit dem
zweiten Element als neuem Startwert bereits in den beiden vorigen Féllen gezeigt.

e 0 <a; <1.Dann ist ay > 3, also folgt die Konvergenz gegen 2 aus einem bereits gezeigten Fall.
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Kapitel 2

Reihen

2.1 Einleitung

Als Reihe bezeichnet man die Folge, die entsteht, wenn man jeweils die ersten Elemente einer anderen Folge
addiert:

Definition 2.1. Sei {(a,,) eine Folge. Dann nennt man die Folge (S,) mit

n
Sn: E Q.
k=1

die dazugehdérige Reihe.
Meist interessiert uns der Grenzwert dieser Reihe:

oo

E ar = lim S,
n—oo

k=1

Definition 2.2. Fulls (S,) divergiert, so sagt man, dass die REIHE DIVERGIERT. Fulls (S,) konvergiert,
spricht man von einer KONVERGENTEN REIHE.

2.2 Wichtige Sitze

Satz 2.3. Sei Y -, ar konvergent, dann konvergiert (a,) gegen 0.

Beweis. Nehmen wir an, {a,) wiirde gegen ein a # 0 konvergieren. Sei a > 0, dann gilt ab einem N € N,
dass |a, —a| < §, und somit a,, > § fiir alle n > N. Fiir die Folge (S,) und n > N gilt daher

k=0
N n
=2 at D
k=0 k=N+1
N a
~_N—-1).=
2D aut(n )5
k=
N (l a
k=0
a
=C .=
+n 5

mit einer Konstante C. Somit wird S,, beliebig grof, geht also gegen oco. Dies ist ein Widerspruch zur
Voraussetzung, dass (S,,) konvergiert.
Auf dhnliche Weise kann gezeigt werden, dass (S,,) fiir a < 0 gegen —oo gehen wiirde. O
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Korollar 2.4. Konvergiert (a,) gegen ¢ # 0, dann divergiert Y~ | ap.
Satz 2.5. Firy -, - gilt:
o Falls o > 1 konvergiert die Reihe.

o Fulls a < 1 divergiert die Reihe.

Satz 2.6 (Majoranten- und Minorantenkriterium). Sei (a,) eine Folge, und sei (b,) eine Folge positiver
reeller Zahlen mit b, > |a,| fir alle n. Wenn Z:o:o b, konvergiert, dann konvergiert auch Z;O:O Q.
Sei (an) eine Folge, und sei (c,,) eine Folge positiver reeller Zahlen mit ¢, < ay, fir allen. Wenn Y ;- ¢
divergiert, dann divergiert auch Z;O:O Q-
Satz 2.7 (Quotientenkriterium). Sei {(a,) eine Folge mit a, # 0 fiir alle n. Gibt es einen Index N und ein
q < 1, sodass fiir alle n > N gilt, dass |%| < q, so konvergiert die Reihe Y - o ay.
Gibt es dagegen einen Index N, sodass fiir alle n > N gilt, dass |aZ—:1| > 1, so ist die Reihe divergent.
Sollte keiner der beiden Fille eintreten, so kann keine Aussage getroffen werden.

Satz 2.8 (Wurzelkriterium). Sei {(a,) eine Folge mit a, # 0 fiir alle n. Gibt es einen Index N und ein
C <1, sodass fir alle n > N gilt, dass {/|an| < C, so konvergiert die Reihe > p- o an.

Ist hingegen {/|an| > 1 fir unendlich viele n, so ist die Reihe divergent.

Sollte keiner der beiden Fille eintreten, so kann keine Aussage getroffen werden.

Hinweis. Im Fall der Konvergenz muss ¢ von n unabhéngig und echt kleiner als 1 sein, andernfalls liefert
das Quotientenkriterium keine Aussage iiber die Konvergenz oder die Divergenz.

Satz 2.9 (Leibniz-Kriterium). Sei {(a,) eine monoton fallende Nullfolge, dann konvergiert die alternierende
Reihe Y12 o (—1)*ay,.

Satz 2.10 (Cauchysches Verdichtungskriterium). Sei {a,) eine monoton fallende Folge positiver reeller
Zahlen, dann hat die unendliche Reihe Z;O:O ay, das gleiche Konvergenzverhalten wie die ,verdichtete “ Reihe

ZEOZO 2ka2k .

2.3 Arithmetische Reihen

Definition 2.11. Die zu einer arithmetischen Folge gehidrende Reihe bezeichnet man als ARITHMETISCHE
REIHE.

Fiir die arithmetische Folge (a,) mit a,, = n berechnet sich die Summe der ersten n Elemente bekanntlich
wie folgt:

Satz 2.12.

Zn:N-(N+1)

Beweis. Wir zeigen dies durch vollstédndige Induktion:

. 1 .
e Basis: ), n=1=12

e Annahme: Es gilt Zf:[:l n= W fiir ein NV € N.

e Schritt: Wir wollen zeigen, dass auch 27]:/;11 n= w gelten muss:

N+1 N

S =St (V1)

n=1 n=1
A N-(N+1
PSS
_N-(N+1)+2-(N+1)
B 2
(N FD)(N+2)
B 2

37



Fiir die Summe der Folgenelemente einer allgemeinen arithmetischen Reihe gilt entsprechend:
Satz 2.13. Sei (ay) eine arithmetische Folge mit a,, = ag +n - d.

o Fiir die Summe endlich vieler Folgenelemente gilt:

N
Yan=ag+ag+d+ag+2-d+-+ag+N-d
n=0
N-(N+1)

=(N+1)-ag+d- 5

e Der Grenzwert Y.~ an konvergiert dann und nur dann, wenn ag = d = 0.

2.4 Geometrische Reihen

Definition 2.14. Die zu einer geometrischen Folge gehérende Reihe bezeichnet man als GEOMETRISCHE
REIHE.

Fiir die geometrische Folge (a,,) mit a,, = ¢" berechnet sich die Summe der ersten n Elemente bekanntlich
wie folgt:

Satz 2.15.
N N+1

1—gq .
St =T girg#
-q

n=0
Beweis. Wir zeigen dies durch vollstédndige Induktion:

1—q0+!

e Basis: Z?L:o "=q¢"=1= —

e Annahme: Es gilt Sn = 0Vg" = =2 fiiy ein N € N.

1—q

N+42
e Schritt: Wir wollen zeigen, dass auch 3. n = 0V +1¢" = % gelten muss:

N+1

an:ZnZONqn+qN+l
n=0

Ié' 1_qN+1+ Nt1
1—¢q

1 — gN+1  gN+1 _ gN+2

1-¢q
1*(]N+2

1—g¢

Fiir die Summe der Folgenelemente einer allgemeinen geometrischen Reihe gilt entsprechend:

Satz 2.16. Sei {(a,) eine geometrische Folge mit a,, = ag - q" und q # 1. Dann gilt:
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o Fiir die Summe endlich vieler Folgenelemente gilt:

N
Zan=a0+a0-q—|—a0~q2+~-~+a0-qN
n=0
=ao-(I+q+q"++q")
1— N+1
ca 8 g
e Der Grenzwert erfillt > 7 a, = ag - 1—; fiir |q| < 1, andernfalls ist die Reihe divergent.

2.5 Harmonische Reihe

Definition 2.17. Die zu einer harmonischen Folge gehdrende Reihe bezeichnet man als HARMONISCHE
REIHE.

Die wichtigsteBeobachtung zu harmonischen Reihen:
Satz 2.18. Die harmonische Reihe zur Folge (a,) mit a, =  divergiert.

Beweis. Es gilt

S —1+1+1+1+1+1+1+1+1+ +1
S R SRS SRS ok
>14=+ +1 1+1+1+ +1+ +1
= 24 4787888 "' 16 ok
1 1 1 1 1
=14+ 2492 244.244. = 4...40k1. =
tg 2 Aottt o
—1+1+1+1+1+ +1
B 2 2 2 2 729
1
—14+--k
*3

fiir alle k¥ € N. Somit werden die Folgenelemente von S, = Y_;_, a, beliebig groB, daher divergiert die
Reihe. O
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Kapitel 3

Aufgaben

3.1 Arithmetische, geometrische und harmonische Folgen

1.

Man bestimme alle ganzzahligen a) arithmetischen sowie b) geometrischen Folgen mit ag = 503, die
2012 enthalten.

. Man zeige, dass \@, v/3 und /5 nicht gleichzeitig Elemente einer arithmetischen Folge sein kdnnen.

Man zeige, dass \@, v/3 und /5 nicht gleichzeitig Elemente einer geometrischen Folge sein kénnen.
Man zeige, dass \@, v/3 und /5 nicht gleichzeitig Elemente einer harmonischen Folge sein kénnen.

Man zeige: Enthélt eine unendliche arithmetische Folge (a, = ag + nd) positiver reeller Zahlen zwei
verschiedene Potenzen einer ganzen Zahl a > 1, so enthilt sie eine unendliche geometrische Folge
(bn, = boq™) reeller Zahlen. (GWF 2005)

Es sei (hn)nen eine harmonische Folge positiver rationaler Zahlen.

Man zeige: Enthilt die Folge ein Glied hj, das das Quadrat einer rationalen Zahl ist, so enthélt sie
unendlich viele Glieder hy, die Quadrate rationaler Zahlen sind. (GWF 2006)

Gegeben sei die fiir alle positiven reellen Zahlen definierte Funktion
fla) = [2*] +{z} .

Man zeige: Es gibt eine arithmetische Folge verschiedener positiver rationaler Zahlen, die alle in
gekiirztem Zustand den Nenner 3 haben und nicht im Wertebereich der Funktion f liegen. (BZWF
2006)

3.2 Fibonacci-Folge und Lucas-Folgen

8.

10.
11.
12.

13.

Man zeige oder widerlege: Jede natiirliche Zahl kann als Summe von verschiedenen Fibonacci-Zahlen
geschrieben werden.

Sei F,, die Fibonacci-Folge. Man zeige: Fy,_1 - Fj, 11 — F2 = (—1)" fiir alle n.
Sei F,, die Fibonacci-Folge. Man zeige: Fy,,_1 = F? + F?_, fiir alle n.
Wieviele Fibonacci-Zahlen aus der Menge Fy, Fb, . .., Fo12 sind gerade?

Sei (F,,) die Fibonacci-Folge und (L,,) = (V,,(1,—1)) die Folge der Lucas-Zahlen. Man zeige: 5F,, =
Ln+1 + Ln—l fiir alle n Z 1.

Sei (F,) die Fibonacci-Folge und (L,) = (V,,(1,—1)) die Folge der Lucas-Zahlen. Man zeige: Fy, =
F, L, fir alle n > 1.
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3.3 Erraten expliziter Formeln und Beweis durch vollstindige In-

14.

15.
16.

duktion

Es sei Ag = {1,2} und fiir n > 0 entsteht A, aus A,_; indem man zu A, _; die natiirlichen Zahlen
hinzunimmt, die sich als Summe von zwei verschiedenen Zahlen aus A,,_; darstellen lassen. Es sei
a, = |A,| die Anzahl der Zahlen in A,,. Man bestimme a,, als Funktion von n. (GFW, 2001)

Man finde eine explizite Form fiir die Folge (a,,) mit a; = 1 und ap41 = a,, +2n+ 1.
Es ist die Folge (z,,) definiert durch z,41 = (5857 + =) #2 — % +1 fiir n > 0.
Es sei x1 eine natiirliche Zahl kleiner als 204 so gew#hlt, dass alle Folgenglieder natiirliche Zahlen sind.

Man zeige, dass dann unendlich viele Primzahlen in der Folge vorkommen. (GWF 2004)

3.4 Lineare homogene Rekursionen

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Man bestimme die Anzahl der Teilmengen von {1, ...,n}, die keine aufeinanderfolgenden Zahlen bein-
halten.

Mischa hat rote und schwarze Plastikperlen und mochte daraus eine Halskette mit n Perlen basteln,
wobei keine zwei roten Perlen direkt nebeneinander aufgefiddelt sein sollen. Wieviele Moglichkeiten gibt
es?

Das Gasthaus Moller aktualisiert und erweitert seine Speisekarte am Anfang jedes Monats nach
folgendem Prinzip: Zuerst werden gleich viele neue Gerichte erfunden, wie bereits auf der Karte stehen.
Dann werden alle gestrichen, die bereits seit 2 Monaten auf der Karte waren. Im September 2001 gab
es nur 5 verschiedene Gerichte, im Oktober 7. Wieviele wird es im Juli 2012 geben?

Max und Moritz stehlen einander mit Begeisterung das Taschengeld. Jede Nacht stiehlt Max ein Drittel
von Moritz’ Besitz, wihrend Moritz gleichzeitig die Hélfte aus Max’ Sparschwein pliindert. Zu Beginn
hat jeder 100€. Wieviel Geld hat jeder nach n Tagen?

In einem Straflennetz, dessen Anfang dargestellt ist, sind die Punkte in der mittleren Horizontalen der
Reihe nach mit 1, 4, 7, ... bezeichnet, die oberen Punkte der Reihe nach mit 2, 5, 8, ... und die unteren
der Reihe nach mit 3, 6, 9, ... Wie viele Wege von ,,1“ nach ,,3n+1* gibt es, die Punkte nur in monoton
wachsender Reihenfolge besuchen? (Ahnlich zu BWF, 2002, aber anderes StraBennetz)

L - - -

Burak hat rote und schwarze Plastikperlen und mo6chte daraus eine Halskette mit n Perlen basteln,
sodass immer eine ungerade Anzahl von Perlen einer Farbe nebeneinander ist. Wieviele Méglichkeiten
gibt es dafiir?

Ein Smart ist halb so lang wie ein normales Auto. Auf einem Parkstreifen hétten n Smarts hinterein-
ander Platz. Wie viele verschiedene Moglichkeiten gibt es, den Parkstreifen liickenlos zu verparken?

Eine Firma versucht, die Wirtschaftskrise auf folgende Weise zu bekampfen: In jedem Quartal kiindigt
sie die Hélfte ihrer Mitarbeiter. Dann stellt sie aus Marketinggriinden alle wieder ein, die sie im vorigen
Quartal gekiindigt hatte. Im dritten Quartal 2011 hatte die Firma 8000 Mitarbeiter, im vierten Quartal
5000 Mitarbeiter. Wie viele Mitarbeiter hat die Firma im vierten Quartal 20127 Zusatz: Konvergiert
die Folge?

Es sei wg ein Wort, das aus a Nullen und b Einsern besteht. Man bildet rekursiv eine Folge (w,,) von
Wértern, in der w1 aus w, dadurch entsteht, dass 1 durch 0 und 0 durch 11 ersetzt wird. (Beispiel:
wo = 10 — wy = 011 — wy = 1100 — w3 = 001111 — wy = 11110000 — ...)

Wieviele Nullen bzw. Einser enthilt das Wort w,,?
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26

27.

. Die Folge (a,) mit a9 = 4 und a3 = 1 erfillt fir n > 1 die Rekursion
Gpt1 = Gp + 6a,_1 und definiert die Folge

Man bestimme die Koeffizienten o und S so, dass b,, die Rekursion
bn+1 = abn + /an—l

erfiillt.
Man bestimme auch den expliziten Term fiir b,. (BWF 2000)

Zur Verfiigung stehen gentigend viele Steine: Rechtecke der Gréfle 2 x 1 und Quadrate der Grofle 1 x 1.
Sei n > 3 eine natiirliche Zahl.

Wie viele Moglichkeiten gibt es mit diesen Steinen ein 3 x n Rechteck auszulegen, wobei die verwendeten
2 x 1 Rechtecke mit der lidngeren Seite parallel zur Seite mit der Linge 3 liegen miissen und einander
nicht beriithren diirfen? (BWF 2003)

3.5 Lineare inhomogene Rekursionen

28

29.

30.

31.

32.

. Josef hat auf einem Konto 100 Euro. Jedes Jahr bekommt er 4% Guthabenszinsen und zahlt 3 Euro
Kontoverwaltungsgebiihr. Wieviel Geld besitzt er nach 10 Jahren?

Ein nicht namentlich genannter Student kocht jeden Tag mit folgenden Zutaten: 60% frische Zutaten,
30% Reste des Essens vom Vortag, 10% Reste von vorgestern. Nach einiger Zeit méchte er wissen, wie
alt sein Essen im Durchschnitt ist, und gegen welches Durchschnittsalter es konvergieren wird, wenn
er die Methode fiir den Rest seines Lebens fortsetzt. (Heute bedeutet 0 Tage alt, und an den ersten
beiden Tagen seines Studentenlebens hat er nur frische Zutaten verwendet.)

Sein Wohnungskollege plant eine dhnliche Kochmethode: Er méchte jeden Tag mit ¢% frischen Zutaten
kochen und den Rest mit Resten vom Vortag auffiillen. Er fragt sich, wie hoch er ¢ wihlen muss, damit
sein Essen im Durchschnitt nie élter als a) 3, b) t Tage wird.

Philippe hat Schulden in der Héhe von 10000 Euro. Jedes Jahr zahlt er 6% Sollzinsen und zahlt 700
FEuro zuriick. Wie hoch sind die Schulden nach 13 Jahren?

Mr. Monk ordnet die Gldser in seinem Kiichenschrank neu an. In einem (schmalen) Regal stehen
genau zwei Gléser, die gleichméfig verteilt werden sollen. Das Regal ist 20 cm breit, am Anfang ist
der Mittelpunkt des linken Glases 5 cm vom linken Rand entfernt, der des rechten Glases 10 cm. Mr.
Monk nimmt zuerst das rechte Glas und platziert es genau zwischen rechtem Rand und linken Glas.
Nun nimmt er das linke Glas, und platziert es genau zwischen linkem Rand und rechtem Glas. Er sieht,
dass nun die Position des rechten Glases wieder nicht stimmt, und platziert es wieder genau zwischen
linkem Glas und rechtem Rand. Nun passt aber wieder das linke Glas nicht...

Wo werden die Gliaser nach 20 Minuten stehen, wenn Monk fiir das Umstellen eines Glases eine Minute
braucht? Wie lange wird er fiir die Gldser brauchen, wenn er eine Abweichung von einem halben
Millimeter nicht mehr mit freiem Auge erkennen kann?

3.6 Grenzwerte

33
34

. Man bestimme den Grenzwert der Folge (a,) mit ag = 0,a,+1 = V1 + ay.

. Man bestimme den Grenzwert der Folge (a,) mit ag = 0,a,+1 = 1 + \/ay,.
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35. Sei

xnz\/6+\/6+\/6+~-~+\/6

mit n Wurzelzeichen. Man berechne den Grenzwert dieser Folge, oder zeige, dass sie divergiert.

mn:\/2+3\/2+3\/2+---+3\/§

mit n Wurzelzeichen. Man berechne den Grenzwert dieser Folge, oder zeige, dass sie divergiert.

36. Sei

37. Sei
1
Tn =1
I+ ==

1+A,A+%

mit n Bruchstrichen. Man berechne den Grenzwert dieser Folge, oder zeige, dass sie divergiert.

38. Sei
Tn = V0

fiir alle n. Man berechne den Grenzwert dieser Folge, oder zeige, dass sie divergiert.

39. Sei 1 =1 und
Tne1 =V1+z,

fiir alle n. Man berechne den Grenzwert dieser Folge, oder zeige, dass sie divergiert.

40. Sei x1 =1 und )
1+,

fiir alle n. Man berechne den Grenzwert dieser Folge, oder zeige, dass sie divergiert.

Tnt+1 =

41. Sei 21 =1 und
1

Tpt1 = l-i-il

Tn

fiir alle n. Man berechne den Grenzwert dieser Folge, oder zeige, dass sie divergiert.

42. Sei x1 = 1% und

Tpn+1=1—vVa,+1
fiir alle n. Man berechne den Grenzwert dieser Folge, oder zeige, dass sie divergiert.

43. Man zeige, dass die Folge (z,) mit z,, = {/n konvergiert und berechne den Grenzwert.

44. Man zeige: Die Folge <%)nzoﬁuw ist streng monoton wachsend. (BZWF 2006)

45. Sei (pn) = (U(2,—1)) die Pell-Folge und (g,) = (V,(2,—-1)) die Pell-Lucas-Folge. Man zeige: %

konvergiert gegen v/2.

3.7 Reihen

46. Michi zeichnet ein Muster aus Kreisen. In die Ecke eines Blattes Papier zeichnet sie einen grofien
Kreis mit Radius 1 dm, sodass dieser beide Rénder des Blattes beriihrt. Dann zeichnet sie in das Eck
zwischen erstem Kreis und Papierrand den grofStmoglichen Kreis ein, der Platz hat. Im Eck darunter
wieder, und so weiter. Wie grof ist die Summe der Radien, Umfénge und Fléachen?

47. Um jeden Gitterpunkt (z,y) mit nicht negativen ganzen Zahlen als Koordinaten wird ein Quadrat mit

dem Gitterpunkt als Mittelpunkt und der Seitenlénge 23';, in beliebiger Lage gelegt. Man bestimme

den minimalen Flicheninhalt dieser aus unendlich vielen Quadraten bestehenden Figur. (BWF, 2003)
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48.
49.

50.

51.

52.

53.

54.

Fiir jede reelle Zahl b bestimme man alle reellen Zahlen z mit z — b =Y ;2 z*. (GWF, 2003)

Wilma und Fred Feuerstein fahren gemeinsam Auto. Sie wechseln einander dabei ab. Wilma fahrt
immer genau gleich weit wie Fred gerade gefahren ist, aber Fred fihrt nur 90% der Strecke, die Wilma
soeben zuriickgelegt hat. Am Anfang sitzt Fred am Steuer und fihrt 1000m. Wie weit kommen die
beiden? Wie lange brauchen sie bis ins 4 km entfernte Felsental?

Ankit zeichnet ein Muster aus gleichseitigen Dreiecken. Zuerst zeichnet er ein gleichseitiges Dreieck
mit einer Seitenlinge von 100cm. Er verbindet dessen Seitenmittelpunkte, um ein zweites Dreieck zu
erhalten. Von diesem verbindet er wiederum die Seitenmittelpunkte, um ein drittes Dreieck zu erhalten,
und so weiter. Wie grof} ist die Summe der Umfinge und Fléchen aller Dreiecke?

Jos zeichnet ein Muster aus Vierecken. Zuerst zeichnet er ein beliebiges Viereck. Er verbindet dessen
Seitenmittelpunkte, um ein zweites Viereck zu erhalten. Von diesem verbindet er wiederum die Seiten-
mittelpunkte, um ein drittes Viereck zu erhalten, und so weiter. Wie grof} ist die Summe der Flichen
aller Vierecke in Abh#ngigkeit von der Fliche des ersten Vierecks?

Leo bastelt einen 3D-Scanner. Dabei werden verschieden grofie Raster auf die Oberfliche des zu
scannenden Objektes projiziert. Das erste Raster besteht aus Quadraten mit einer Seitenldnge von
5cm, jedes weitere Raster ist um ein Drittel enger. Wieviele verschiedene Raster werden projiziert,
wenn das kleinste noch Quadrate mit mindestens 2mm Seitenldnge haben soll? Wenn jedes Raster
insgesamt 1m X 1m grof} ist, wieviele horizontale und vertikale Linien werden dann im Laufe des
Prozesses projiziert?

Gegeben sei eine arithmetische Folge (a,). Wir bezeichnen mit s; die Summe der ersten ¢ Glieder der
Folge, mit s; die Summe der ersten j Glieder und mit s, die Summe der ersten k£ Glieder. Man zeige,
dass der Wert von

Si . S . Sk . .

i —k 2 — L -

FU—R k4o g)
weder von der Wahl von ¢, j und k£ noch von der Folge selbst abhéngig ist.

a) Man zeige: Fiir jede Menge {p1,p2,...,pr} von Primzahlen gilt: Die Summe aller Stammbriiche
(d.h. Briiche der Form %)7 deren Nenner genau die k gegebenen Primfaktoren (allerdings in
beliebigen Potenzen mit Exponenten ungleich Null) enthalten, ist wieder ein Stammbruch.

b) Wie grof ist diese Summe, wenn ﬁ unter den Summanden vorkommt?

¢) Man zeige: Fiir jede k-elementige Menge {p1,p2, ..., pr} von Primzahlen (k > 2) ist die gesuchte
Summe kleiner als 4 mit N =2 3F=2(k — 2)!.

(BWF 2004)

3.8 Diverses

55

56.

o7.

58.

99.

. Man bestimme alle Primzahlen in der Folge (1,101,10101, 1010101, ...).

Sei (x,) eine Folge mit 1 = 3, x5 =9, und x,, 11 = 5z, — 4z, 1. Wieviele Quadrat- bzw. Kubikzahlen
gibt es in der Folge?

Gegeben sei die Folge (x,) mit 29 = 3 und x,11 = x¢ -1 -T2 -+ - x, + 2 fiir alle n € N. Man zeige,
dass diese Folge keine Quadrat- und Kubikzahlen enthélt.

Es sei (a,) eine Folge natiirlicher Zahlen, sodass fiir alle n gilt:

2 2
_ CLnfl + a‘nJrl
Ap = 72

Gegeben ist die Folge (y,) mit yo = 1 und y,41 = % (3yn +/by2 — 4). Man zeige, dass alle Glieder
der Folge ganze Zahlen sind.

Man zeige, dass die Folge konstant ist.
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60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

Die Folge (x,,) ist durch die Rekursion zq,, = z, und z9,11 = 1 — x, und den Startwert zg = 0
festgelegt.

(a) Man bestimme x9912.

(b) Wie viele unter den Zahlen xg,x1, 2, ..., x2012 sind ungleich 07

(¢) Man bestimme die Summe xg + 21 + ... + Z2012-

Gegeben sei eine Folge ganzer Zahlen aq, as, as, . ... Es wird nun eine neue Folge xg, z1, 2, ... gebildet,
indem man xop = 1 und 7 = ay setzt, und danach w9, x3,... schrittweise aus der Gleichung

Tht1 = Gk - Tk + Th—1 k=1,2,3,...
bestimmt. Entsprechend bildet man die Folge yo, 41,2, ..., indem man yp = 1 und y; = a1 + 1 setzt
und anschlieflend ys,y3, ... schrittweise gemif3

Yk+1 Zak'yk+yk—1 k= 1a2737"'
berechnet.

Man zeige, dass fiir jede positive ganze Zahl k die beiden Zahlen z; und ¥y, zueinander teilerfremd
sind.

Un (Un+1)
n

Wir betrachten die durch die Rekursion u,+1 = fiir n > 1 definierte Folge (uy,).

a) Man bestimme die Folgenglieder fiir u; = 1.

b) Man zeige: Ist ein Folgenglied eine nicht ganzzahlige rationale Zahl, so sind auch alle nachfolgenden
Folgenglieder nicht ganzzahlig.

¢) Man zeige: Fiir jede natiirliche Zahl K gibt es ein u; > 1, sodass die ersten K Glieder der Folge
natiirliche Zahlen sind.
(GWF 2000)
Man zeige: Es gibt eine unendliche Folge (a1, as,...,an,,...) positiver ganzer Zahlen, sodass fiir alle NV
die Summe Y5, a2 eine Quadratzahl ist.

Man gebe eine Rekursionsformel fiir eine solche Folge an. (BWF 2004)

Es sei p > 1 eine natiirliche Zahl.

Wir betrachten die Menge F), jener nicht konstanten Folgen nicht negativer ganzer Zahlen, die die
Rekursion a,y1 = (p+1) - an — p - ap—1 (fiir alle n > 0) erfiillen.

Man zeige: Es existiert in F, eine Folge (a,,) mit der Eigenschaft, dass fiir jede andere Folge (b,) in
F, fiir alle n gilt, dass a,, < b,. (BZWF 2008)

Welche positiven ganzen Zahlen fehlen in der Folge (a,,) ?

(an =n+ [Vn] + [Vn] + [V/n])n>1
(BWF 2008)

Fiir nicht negative reelle Zahlen a und b sei A(a,b) ihr arithmetisches und G(a,b) ihr geometrisches
Mittel.

Wir betrachten die Folge (a,) mit ag =0, a; = 1 und a,+1 = A(A(an-1,an), G(an-1,a,)) fir n > 1.

e Man zeige, dass jedes a,, = b? das Quadrat einer rationalen Zahl (mit b, > 0) ist.

e Man zeige, dass fiir alle n > 0 die Ungleichung |b, — 2| < 5 gilt.

(GWF 2013)

In einer endlichen Folge reeller Zahlen ist die Summe von 7 aufeinanderfolgenden Folgenelementen
immer negativ, wihrend die Summe von 11 aufeinanderfolgenden Elementen immer positiv ist. Wieviele
Elemente kann die Folge hochstens enthalten? (IMO 1977)
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