
Extremalprinzip, Raach 2019 Birgit Vera Schmidt Seite 1

Warum Auÿenseiter interessant sind
Einige einfache Aufgaben und Lösungen zum Extremalprinzip

Theorie

Satz 1. Jede endliche (nichtleere) Menge reeller Zahlen hat ein gröÿtes und ein kleinstes Element.

Nützliche Anwendungen dieser Theorie

Korollar 2. Jede endliche (nichtleere) Menge von Dingen enthält ein Ding, für das eine betrachtete

Eigenschaft am gröÿten oder am kleinsten ist. (Gegebenenfalls können auch mehrere Dinge ex aequo den

kleinsten oder gröÿten Wert annehmen.)

Einige Beispiele:

• In jeder Schulklasse gibt es eine jüngste und eine älteste Person.

• In jeder Stadt gibt es ein höchstes Gebäude.

• In jeder Bücherei gibt es ein dünnstes Buch.

• In jeder endlichen Menge von Punkten gibt es einen linkesten Punkt.

Man kann auch etwas kompliziertere Eigenschaften betrachten und wird trotzdem Dinge �nden, für die
diese am gröÿten oder am kleinsten sind, solange nur die betrachtete Menge endlich ist:

• In jedem Land gibt es ein Haus, das am weitesten vom nächsten Haus entfernt ist.

� Endliche Menge: Alle Häuser des Landes.

� Betrachtete Eigenschaft: Abstand zum nächsten Haus.

• In jeder endlichen Menge von Punkten gibt es zwei, deren Abstand am kleinsten/gröÿten ist.

� Endliche Menge: Alle Paare von Punkten aus der Menge (
(
n
2

)
Elemente).

� Betrachtete Eigenschaft: Abstand der Punkte im Paar.

• In jeder endlichen Menge von Punkten gibt es drei, die das Dreieck mit dem kleinsten Umfang
bilden.

� Endliche Menge: Alle Tripel von Punkten aus der Menge (
(
n
3

)
Elemente).

� Betrachtete Eigenschaft: Umfang des von diesen Punkten gebildeten Dreiecks.

• Unter allen Möglichkeiten, die 50 Bundesstaaten der USA auf zwei Präsidentschaftskandidaten
aufzuteilen (wobei jeder Staat eine bestimmte Anzahl von Stimmen hat und entweder alle Stimmen
dem einen oder alle dem anderen Kandidaten gibt), gibt es eine, für die das Endergebnis am
knappsten ist.

� Endliche Menge: Alle Möglichkeiten, die 50 Staaten in zwei Gruppen aufzuteilen (250 Elemen-
te).

� Betrachtete Eigenschaft: Di�erenz zwischen der Anzahl der Stimmen der beiden Gruppen.

Das Extremalprinzip ist eine Taktik zur Lösung mathematischer Aufgaben, die darauf beruht, jedem
Element eine Zahl so geschickt zuzuschreiben, dass das Element mit der kleinsten bzw. der gröÿten Zahl
irgendwelche nützlichen Eigenschaften zur Lösung der Aufgabe hat.

Die folgende kleine Abwandlung ist noch für natürliche Zahlen nützlich, um auch zumindest manche
unendlichen Mengen mit dieser Methode behandeln zu können:

Satz 3. Jede (nicht-leere) Menge natürlicher Zahlen hat ein kleinstes Element (aber nicht zwingend ein

gröÿtes).
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Aufgaben

Anmerkung: In allen Aufgaben steht n für eine beliebige natürliche Zahl, und Schulklassen, Gruppen von
Rittern, ... werden als endliche Mengen angenommen.

1. Man zeige: Jedes konvexe Polyeder (mit endlich vielen Seiten) hat zwei Seiten�ächen mit derselben
Anzahl von Kanten.

2. In einer Schulklasse gelte folgende Eigenschaft: Je zwei Personen mit der gleichen Anzahl von
Freunden in der Klasse haben keinen gemeinsamen Freund in der Klasse. (Freundschaften sind
immer gegenseitig, und es gibt in der Klasse mindestens eine Freundschaft.) Man zeige: Es gibt eine
Person mit genau einem Freund.

3. Die Ritter der Tafelrunde sitzen um einen runden Tisch. Jeder hat einige ausgetrunkene Gläser
Bier vor sich stehen, wobei jeder genau so viel getrunken hat wie der Durchschnitt seiner beiden
Sitznachbarn. Man zeige: Alle Ritter haben gleich viel getrunken.

4. Jeder Gitterpunkt der Ebene wird mit einer positiven ganzen Zahl beschriftet, und zwar so, dass
jede dieser Zahlen das arithmetische Mittel der vier Nachbarzahlen ist. Man zeige, dass alle Zahlen
gleich sind. (Gitterpunkte sind alle Punkte mit ganzzahligen Koordinaten.)

5. In der Ebene liegen 2n+2 Punkte, sodass keine drei auf einer Geraden liegen. Man zeige, dass man
eine Gerade durch zwei dieser Punkte legen kann, die die anderen 2n Punkte in zwei Gruppen mit
je n Punkten teilt.

6. Von 2n+ 3 Punkten in der Ebene seien keine drei kollinear und keine vier liegen auf einem Kreis.
Man zeige, dass es einen Kreis durch drei dieser Punkte gibt, in dessen Inneren genau n der übrigen
Punkte liegen.

7. Sei M eine Menge von Punkten in der Ebene. Für je zwei Punkte in M liegt der Mittelpunkt der
Verbindungsstrecke dieser Punkte wieder in M . Man zeige, dass M unendlich viele Punkte enthält.

8. Es seien n Punkte in der Ebene gegeben. Je drei von ihnen bilden ein Dreieck, dessen Fläche kleiner
oder gleich 1 ist. Man beweise: Es gibt ein Dreieck mit der Fläche 4, das alle n Punkte enthält.

9. In der Ebene seien n verschiedene Punkte H1, . . . ,Hn (Häuser), sowie n andere Punkte B1, . . . , Bn

(Brunnen) gegeben. Keine drei von diesen 2n Punkten sind kollinear. Man zeige, dass man jedes
Haus mit jeweils einem Brunnen so durch eine gerade Strecke verbinden kann, dass sich diese
Strecken nicht schneiden.

10. In der einklassigen Raacher Volksschule hat jedes Kind höchstens drei Feinde. Man beweise, dass
man die Kinder der Schule so in zwei Klassen einteilen kann, dass jedes Kind in seiner Klasse
höchstens einen Feind hat.

11. Eine Klasse hat eine ungerade Anzahl von Kindern, und diese machen eine Schneeballschlacht. Jedes
Kind stellt sich irgendwo am (konvexen, baumfreien) Schulhof auf, wobei keine zwei Abstände
zwischen Kindern genau gleich sind. Dann formt jedes Kind genau einen Schneeball und schieÿt
damit auf das Kind, das ihm am nächsten ist (und tri�t). Man zeige: Es gibt ein Kind, das von
keinem Schneeball getro�en wird.

12. Man zeige: Bei der Schneeballschlacht aus der vorigen Aufgabe wird kein Kind von mehr als
5 Schneebällen getro�en.

13. Man zeige: Es gibt keine positiven natürlichen Zahlen a, b, c und d mit a2 + b2 = 3 · (c2 + d2).

14. Man bestimme alle positiven reellen Lösungen des folgenden Gleichungssystems:

a+ b = c2 b+ c = d2 c+ d = e2 d+ e = a2 e+ a = b2

15. Man zeige: In jedem konvexen n-Eck (n ≥ 3) gibt es drei aufeinanderfolgende Eckpunkte, deren
Umkreis das gesamte n-Eck überdeckt.
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Lösungen

Nachdem das Extremalprinzip ja nun nicht gerade viel Sto� für Theorie bietet, ist es aber umso wichtiger,
beim Bewerb die gefundene Lösung gut aufschreiben zu können. Während �laut AM-GM-Ungleichung
gilt� schon relativ genau aussagt, was man gleich tun wird, ist �laut Extremalprinzip gilt� noch keine sehr
genaue Beschreibung � es fehlt die Angabe, welche endliche Menge und welche Eigenschaft man gerade
betrachtet.

In diesem Sinne sind diese Musterlösungen nun einmal bewusst nicht lehrbuchhaft geschrieben, son-
dern entsprechen dem, was man als Schüler*in beim Bewerb so als Mindestmaÿ hinschreiben sollte, um
halbwegs vollständige Punkte zu bekommen.

Aufgabe 1. Wi�r �¡�tra�c��n d�� S��Å S m�Ä ��n ��i���n Ka�Â�n . S��i k d�� An�z�a�é d�����r Ka�Â�n . Nu�n �ch�a���n
wi�r d�� k Na�ch�ba�rfl�c��n von S a�n . ®�� d�a�von �h�¹ m�i�n�����n�� 3 Ka�Â�n (D����ck) �u�n�d �Àch���n�� k Ka�Â�n
(¤�i�
 S �on�� n�i�c� d�� S��Å m�Ä ��n ��i���n Ka�Â�n w��). Al�o m�u��� n�a�ch Sch�u�bfa�ch��cèu��� (k Na�ch�ba�rn, a�¡�r
n�u�r k − 2 âgli�c� We�r�) �u�Â�r ��n Na�ch�ba�rn ��i�� Ka�Â�n�a�n�z�a�é d�op�¢�Î vork�om���n .

Aufgabe 2. BÞra�c� d�� Pe�r�on m�Ä ��n ��i���n F��u�n���n, oBdA ��i d�a�� Wi��i . S��i k d�� An�z�a�é ��r F��u�n��
von Wi��i . ® z�¤�i F��u�n�� von Wi��i m�����n �la�¦ An�ga�¡ ��i�� £�r�ch������ An�z�a�é von F��u�n���n �h�a�¡�n, ¤�i�

�� �ja Wi��i a�l� ����i�n��a���n F��u�n�d �h�a�¡�n . Au� �r��m �h�¹ �����r von �i�h���n �Àch���n�� k F��u�n�� (¤�i�
 d�a��
d�a�� Ma�xi�m�u�m �i��) �u�n�d m�i�n�����n�� ��i���n F��u�n�d (Wi��i). Al�o m�u��� �u�Â�r ��n k F��u�n���n von Wi��i ����
F��u�n����z�a�é von 1 �bi�� k vork�om���n, �i�n��¡��on���� ��¡�n a�u�ch 1.

Aufgabe 3. BÞra�c� ��n RÇ�r X, ��r a�m ��i���n ¶ru�n���n �h�¹. Fa��� ��i���r ��i���r Na�ch�ba�rn ¤�n�i���r
¶ru�n���n �h�¾, �h�¾ ��r a�n���� Na�ch�ba�r ��Á�p���c��n�d ��h�r �ri�n���n m�����n, d�a�m�Ä X d�a�� a�rÄh���ti��c� MÇ�

¶ru�n���n �h�¹. Da�� ��� a�¡�r n�i�c�, ¤�i�
 ��r d�a�n�n �ja ��h�r ¶ru�n���n �h�¾ a�l� X . Al�o m�����n �¡�i�� Na�ch�ba�rn
von X ��n�a�u g��i�ch v��
 ¶ru�n���n �h�a�¡�n .

Da�n�n �h�a�¡�n d�� Na�ch�ba�rn ��¡�n�fa��� (e�_ a�e�qu�o) a�m ��i���n ¶ru�n���n, a�l�o �k�a�n�n m�a�n d�a����l¡ Argu���Á
a�u�� d���� a�n�¤�n���n, �u�n�d d�a�n�n a�u�� ����n Na�ch�ba�rn �u�n�d �o ¤�Å�r �u�m ��n ga�n���n Ti��ch ���ru�m .

Aufgabe 4. D� Ì�n�� a���r £�r¤�n�����n We�r� ��Áh��Î n�u�r p�o�Äi�£ ga�n�� Za�ê�n, a�l�o �h�¹ �� ��i�n �k���i�n����
E����Á. BÞra�c� ��i���n Pu�n�È X, ��r d�����n �k���i�n���n We�rt z�u���w����n �¡�k�om���n �h�¹. W� �¡�i ��n RÇ�rn
�i�n ��r vori���n Au�fga�¡ ����n wi�r, d�a��� d�a�n�n d�� v��r Na�ch�ba�rn ��n���l¡�n We�rt �h�a�¡�n m�����n (¤�i�
 ���i���r
��r Na�ch�ba�rn ��i���n �k���i�����n We�rt �h�a�¡�n �k�a�n�n �u�n�d d�a�� a�rÄh���ti��c� MÇ�
 ��rf�� ¤�r��n m�u���). D�����
Argu���Á �k��n���n wi�r w����r a�u�� d�� Na�ch�ba�rn �fort��t��n, �bi�� wi�r d�� ga�n�� E¡�� �h�a�¡�n .

(Ga�n�z �k�or��È: N��h���n wi�r a�n, ��� gi�bt ��i���n Pu�n�È Y , ��r ��i���n �À����n We�rt �h�¹. Da�n�n �u�c� �i�ch ��n
�k��r����n We�� (e�Ála�n�� GÇ�rli�n���n) von X n�a�ch Y , �u�n�d ¤�n�� d�a�� Argu���Á ��r Í�i�� n�a�ch a�u�� a�� Pu�n�É
a�u�� d�����m We�� a�n �u�n�d ���, d�a��� Y d�och ��n���l¡�n We�rt w� X �h�a�¡�n m����, Wi���r�p�ru�ch .)

Aufgabe 5. Ich w�ê ��n �li�n�����n Pu�n�È L �u�n�d �¡�gi�n�� m�Ä ��i���r �ra��, d�� ��n�k���c� n�a�ch �u�Â�n ���.
Da�n�n d���� �i�ch d�� �ra�� �la�n�g�a�m �u�m L. Am An�fa�n�� �i�n�d a�� Pu�n�É a�u�� ��r��l¡�n S��Å, �u�n�d d�a�n�n �k�om�æ
��i���r n�a�ch ��m a�n�����n (n�� z�¤�i g��i�ch���Äi�� �la�¦ An�ga�¡) a�u�� d�� a�n�����n S��Å (����� Ma�
, ¤�n�n d�� �ra��
��i���n Pu�n�È "��¡�rf�h�rt\). Da�� m�a�c� �i�ch �o �la�n��, �bi�� �i�ch ��n n + 1-��n Pu�n�È ����, d�a�n�n �i�n�d a�u�� �����r
S��Å n Pu�n�É .

Aufgabe 6. Ich w�ê d�� �¡�i���n �li�n�����n Pu�n�É A �u�n�d B. F�r a�� a�n�����n Pu�n�É X1, . . . , X2n+1 �¡-
�i�m�� �i�ch d�� Wi�n���
 AXiB. D��� Wi�n���
 �i�n�d a�� £�r�ch�����n, ¤�i�
 �on�� v��r Pu�n�É a�u�� ��i���m K��i�� w���n
(Pe�ri�p���r��wi�n���l�¹z). Al�o �k�a�n�n �i�ch �� ��r Gr�  n�a�ch �ort����n �u�n�d w�ê ��n���n�i���n ��n�a�u �i�n ��r MÇ,
�u�n�d ��i�ch�� ��i���n K��i�� d�u�rch A, B �u�n�d d�����n Pu�n�È. Da�n�n �i�n�d n�a�ch Pe�ri�p���r��wi�n���l�¹z a�� Pu�n�É m�Ä
gr� ���m Wi�n���
 �i�n���rh�a�lb, �u�n�d a�� m�Ä �k���i�����m Wi�n���
 a�u� �rh�a�lb von ��m K��i�� .

Aufgabe 7. N��h���n wi�r a�n, ��� g�¡ n�u�r ��n�d�li�ch v��� Pu�n�É . Ich �u�c� d�� �¡�i���n Pu�n�É, d�� ��n �k���i�n���n
Ab�a�n�d �h�a�¡�n (m�����n �¡�i ��i���r ��n�d�li�c��n Ì�n�� ��xi������n) �u�n�d ��n�� �� A �u�n�d B. De�r MÇ�lp�u�n�È X

z�wi��c��n d�����n �l��gt w����r �i�n M . Da�n�n w�� ��r Ab�a�n�d von X z�u A a�¡�r n�och �k���i���r −→ Wi���r�p�ru�ch
z�u�r Au��wa�é von A �u�n�d B.
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Aufgabe 8. UÂ�r a���n D����c��n, d�� m�a�n m�Ä 3 Pu�n�É�n a�u�� ��r Ì�n�� �bi�l��n �k�a�n�n (
(
n
3

)
M�gli�ch���Å�n),

��i ABC d�a�� D����ck m�Ä ��r gr����n Fl�c� . Wi�r ��i�ch���n d�u�rch d�� d���i Eck�p�u�n�É ���¤�i�l� Pa�ra�����n z�u�r
����Ê¡�rl����n���n S��Å �u�n�d ��rh�a�Ï�n d�a�m�Ä ��i�n D����ck A′B′C ′, wo¡�i A′ ����Ê¡�r von A �l��gt, B′ ����Ê¡�r
von B �u�n�d C ′ ����Ê¡�r von C (���� ¯�i�ch�n�u�n��). D� Fl�c� von A′B′C ′ �i�� 4 Ma�
 �o gro� w� d�� von ABC,
a�l�o �Àch���n�� 4.
Be�h�a�u�äu�n��: A� Pu�n�É �l����n �i�n���rh�a�lb von A′B′C ′. Be�¤�i��: An���n�om���n, ��� g�¡
��i���n Pu�n�È X �i�n ��r Ì�n��, ��r oBdA(*)

"o¡�rh�a�lb\ von B′C ′ �l��gt. Da�n�n �h�¾
ABX d�� g��i�c� Gru�n�d�li�n�� AB, a�¡�r ��i�� gr� �� H�� a�l� ABC −→ Wi���r�p�ru�ch
d�a�z�u, d�a��� ABC d�a�� gr��� D����ck wa�r.
(*) Ich d�a�r� "oBdA\ £�r¤�n���n, ¤�i�
 �i�ch, ¤�n�n ��� ��i�� a�n���� S��Å w��, d�� Pu�n�É A,
B �u�n�d C �ow� A′, B′ �u�n�d C ′ ��i�n�fa�ch z�yk�li��ch �u�m�¡���n���n �k��n�Â .

Aufgabe 9. E� gi�bt n! M�gli�ch���Å�n, ��n H�u���rn Bru�n���n z�u�z�u�ord���n . Wi�r �u�Â�r�u�c��n d�� Zu�ord�n�u�n��,
�f�r d�� d�� Su�m�� ��r We�g���c��n a�m �k���i�n���n �i��. N��h���n wi�r a�n, d�ort w�r��n �i�ch z�¤�i We�� �k���u���n . Da�n�n
�k��n�Â �i�ch d�� Bru�n���n-Zª�i�lu�n���n ��r z�¤�i �¡���i�li�g��n H�u���r a�u��a�u��c��n, �u�n�d ��rh�a�Ï ��i�� Zu�ord�n�u�n��
m�Ä n�och �k��r����n We���n(*), Wi���r�p�ru�ch . Al�o gi�bt ��� �i�n ��r Zu�ord�n�u�n�� m�Ä ��n �k��r����n We���n ���i��
K��u�z�u�n���n .

(*)I�n �����m V����ck ABCD �i�n�d d�� S��Å�n AB �u�n�d CD z�u��a�m���n �k��r��r a�l� d�� �¡�i���n Di�a�gon�a���n .
Be�¤�i��: S��i M ��r Sch�n�Æp�u�n�È ��r Di�a�gon�a���n, d�a�n�n �i�� n�a�ch D����ck��u�n�g��i�ch�u�n�� AB < AM + BM �u�n�d
CD < CM +DM , a�l�o z�u��a�m���n���z��ë AB + CD < AM +BM + CM +DM = AC +BD.

Aufgabe 10. F�r ���� âgli�c� Kla������i�Â�i�lu�n�� (e�� gi�bt 2n Ei�Â�i�lu�n���n) z��ê�n wi�r d�� ��a�æa�n�z�a�é ��r
Fe�i�n�d��ch�a�Ó�n �i�n���rh�a�lb ��r �¡�i���n Kla����n . Wi�r w�ê�n d�� Ei�Â�i�lu�n�� m�Ä ��n ¤�n�i�g��n Fe�i�n�d��ch�a�Ó�n . We�n�n
�Ö° n�och ��i�n Ki�n�d z�¤�i Fe�i�n�� �i�n ��i���r Kla��� �h�¾, m���� ��� n�u�r d�� Kla��� ¤�ch���ln, �u�n�d d�� ��a�æz�a�é ��r
Fe�i�n�d��ch�a�Ó�n �i�n���rh�a�lb ��r Kla����n w�r� �i�n���n −→ Wi���r�p�ru�ch z�u�r Au��wa�é ��r Ei�Â�i�lu�n��. D� Ei�Â�i�lu�n��
m�Ä ��n ¤�n�i�g��n�� Fe�i�n�d��ch�a�Ó�n ��rf�� a�l�o d�� Be�d�i�n�gu�n��.

Aufgabe 11. E� ��Êgt z�u ��i���n, d�a��� �i�r��n���i�n Ki�n�d m�i�n�����n�� z�¤�i Sch���e�b�� a�b¡�k�om�æ, ¤�i�
 d�a�n�n �f�r
��i�n a�n������ Ki�n�d ���i�n Sch���e�ba�� ��h�r ��bri�� �i��. BÞra�c� d�� �¡�i���n Ki�n���r m�Ä ��m �k���i�n���n Ab�a�n�d . D���
�¡�i���n �ch��� �n a�u���i�n�a�n���r. We�n�n von ��n ���li�c��n Ki�n���rn ��¡�n�fa��� ��i���� a�u�� ��i���� d�����r �¡�i���n Ki�n���r
�ch����t, �h�¹ d������ z�¤�i T����r �u�n�d wi�r �i�n�d ���rti��. We�n�n n�i�c�, d�a�n�n �i�gn�or����n wi�r d���� �¡�i���n a�b �Ö°
�u�n�d �¡�tra�c��n d�� �Ö° �u�m 2 Ki�n���r �k���i���� Ì�n�� (An�z�a�é w����r �u�n���ra��). Dort �u�c��n wi�r w����r
d�� �¡�i���n Ki�n���r m�Ä ��m �k���i�n���n Ab�a�n�d �u�n�d w����rh�o��n d�a��, �o �la�n�� �bi�� (fa��� wi�r n�i�c� �ch�on vor��r
��i�n Ki�n�d m�Ä z�¤�i T����rn ��fu�n���n �h�a�¡�n �u�n�d a�bb��c��n) n�u�r n�och 3 Ki�n���r ��bri�� �i�n�d . Von d�����n �h�a�¡�n
w����r z�¤�i ��n �k���i�n���n Ab�a�n�d �u�n�d �ch��� �n a�u���i�n�a�n���r, �u�n�d d�a�� d�rÇ Ki�n�d �ch����t ��¡�n�fa��� a�u�� ��i����
��r �¡�i���n �u�n�d £�ru�r�a�c� d�a�m�Ä ��i���n z�¤�Å�n T����r. Al�o �¡�k�om�æ �i�m���r ��i�n Ki�n�d m�i�n�����n�� 2 T����r.

Aufgabe 12. Wi�r �¡�tra�c��n d�a�� Ki�n�d K, d�a�� d�� ��i���n Sch���e�b�� a�b¡�k�om���n �h�¹. N��h���n wi�r a�n, d�a��
w���n 6 o��r ��h�r ��¤���n . Wi�r n�u�m���r����n d�� ��r��n 6 Sch�¥��n �i�m Uh�r��i���r�i�n�n von A1 �bi�� A6. D� Su�m��
��r 6 Wi�n���
 ^A1KA2, ^A2KA3, ^A3KA4, ^A4KA5, ^A5KA6, ^A6KA1 �i�� 360◦, a�l�o �i�� m�i�n�����n��
��i���r d�a�von �Àch���n�� 60◦ gro� . OBdA(*) ��i ^A3KA4 d�����r Wi�n���
.

I�n �����m D����ck �i�� ��r gr��� Wi�n���
 gr� �r o��r g��i�ch 60◦. I�m D����ck A3KA4 �k��n���n n�i�c� a�� d���i
Wi�n���
 g��i�ch 60◦ ��i�n, �on�� w�� ��� g��i�ch���Äi�� �u�n�d d�a�� ��� �la�¦ An�ga�¡ n�i�c�. Al�o �i�� ��r gr��� Wi�n���

��c� gr� �r a�l� 60◦. OBdA(**) ��i ��r Wi�n���
 �i�n A3 ��r gr��� Wi�n���
. (E� �k�a�n�n n�i�c� ��r Wi�n���
 �i�n K ��i�n,
¤�i�
 d�����r �ja ≤ 60◦ �u�n�d ��r gr��� Wi�n���
 > 60◦ �i��.) De�m gr����n Wi�n���
 �i�m D����ck m�u��� a�¡�r d�� �l�n�g�
S��Å ����Ê¡�rl����n . Al�o �i�� KA4 d�� �l�n�g� S��Å �i�m D����ck . Da�n�n �h�¾ A4 a�¡�r ga�r n�i�c� a�u�� K �ch��� �n
d��r��n, ¤�i�
 A3 �f�r �i�h�n n����r ��¤���n w�� . Wi���r�p�ru�ch .

(*) Ich d�a�r� �h���r "oBdA\ £�r¤�n���n, ¤�i�
 �i�ch m�Ä ��r Nu�m���r��ru�n�� �i�m Uh�r��i���r�i�n�n �¡�i Be�d�a�r� woa�n���r�
a�n�fa�n���n �k��n�Â, d�a�m�Ä d�� �¡�i���n Sch�¥��n �¡�i d�����m Wi�n���
 d�� Nu�m���rn A3 �u�n�d A4 �¡�k�om���n .

(**) Ich d�a�r� �h���r "oBdA\ £�r¤�n���n, ¤�i�
 �i�ch �on�� d�� Be��ch�ri�Òu�n�� von A3 �u�n�d A4 £�rta�u��c��n �k��n�Â
�u�n�d d�a�� �fol��n�� Argu���Á w����r �fu�n�Èi�on���rt.
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Aufgabe 13. An���n�om���n ��� g�¡ L��u�n���n . Da�n�n gi�bt ��� ��i�� L��u�n��, �f�r d�� a2 + b2 a�m �k���i�n���n �i��.
(F�r ���� L��u�n�� �i�� a2 + b2 ��i�� n�¹�rli�c� Za�é, �u�n�d ��i�� Ì�n�� von n�¹�rli�c��n Za�ê�n �h�¹ ��i�n �k���i�n����
E����Á.) E� gi�Î a2 + b2 = 3 · (c2 + d2), a�l�o �i�� a2 + b2 d�u�rch 3 ��i�lba�r. Da Qu�a�d�r¹z�a�ê�n m�od�u�lo 3

n�u�r g��i�ch 0 o��r 1 ��i�n �k��n���n, m�����n a �u�n�d b a�u�ch d�u�rch 3 ��i�lba�r ��i�n, �on�� �k�a�n�n d�� Su�m�� �i�h���r
Qu�a�d�r½ n�i�c� 0 m�od�u�lo 3 ��i�n . Al�o gi�bt ��� ga�n�� Za�ê�n x �u�n�d y m�Ä a = 3x �u�n�d b = 3y. Da�n�n gi�Î
a2 + b2 = (3x)2 + (3y)2 = 9 · (x2 + y2) = 3 · (c2 + d2), �u�n�d n�a�ch Di�vi��i�on d�u�rch 3 (�qu�i�va���n�z�u�m�form�u�n��)
c2 + d2 = 3 · (x2 + y2). A¡�r d�a�n�n w�� (c, d, x, y) ��i�� n�och �k���i���� L��u�n�� −→ Wi���r�p�ru�ch z�u�r Mi�n�i�m�a�lÄ¸
von a2 + b2.

Aufgabe 14. S��i (a, b, c, d, e) ��i�� L��u�n��, �u�n�d ��i x d�� gr��� �u�n�d y d�� �k���i�n�� ��r Za�ê�n a, b, c, d �u�n�d
e. Da�n�n �folgt a�u�� ��n G��i�ch�u�n���n 2x ≥ x2 (¤�n�n m�a�n d�� ¯�i�� a�n��ch�a�¦, wo x2 ��c�� ���), �u�n�d 2y ≤ y2

(i�n ��r ¯�i�� m�Ä y2 a�u�� ��r ��c��n S��Å). We�i�
 x �u�n�d y p�o�Äi�] �i�n�d, �k��n���n wi�r d�u�rch �� d�i�vi�d�����n �u�n�d
��rh�a�Ï�n 2 ≥ x �u�n�d 2 ≤ y. A¡�r x �i�� d�� gr��� �u�n�d y d�� �k���i�n�� Za�é, a�l�o m�����n a�� 5 Za�ê�n g��i�ch 2

��i�n .

Aufgabe 15. Ich �¡�tra�c� a�� K��i�� d�u�rch d���i (n�i�c� n�ot¤�n�d�i���r¤�i�� �¡�n�a�ch�ba�r�) Eck�p�u�n�É (
(
n
3

)
M��-

�li�ch���Å�n). S��i ��r Um�k���i�� von ABC ��r gr��� d�a�von . Be�h�a�u�äu�n��: D����r ��rf�� d�� Be�d�i�n�gu�n��. Be�¤�i��:
1) E� �l����n a�� Eck�p�u�n�É �i�n���rh�a�lb. We�n�n ��i�n Pu�n�È X a�u� �rh�a�lb �l����n w�r�, wo¡�i oBdA(*) ABCX

�i�n d�����r Í�i���n�fol� ��i�n �k�on�£�xe�� V����ck ��i, d�a�n�n �k�a�n�n �i�ch d�� Pu�n�É A �u�n�d B a�u�� ��m K��i�� ����h�a�Ï�n
�u�n�d ��n K��i�� �o �la�n�� wa�ch���n �la����n, �bi�� ��r d�u�rch X ���, �u�n�d ��rh�a�Ï ��i���n gr� ���n K��i�� d�u�rch 3 Pu�n�É,
Wi���r�p�ru�ch z�u�r Wa�é von ABC .

2) D� Pu�n�É A, B �u�n�d C �i�n�d �¡�n�a�ch�ba�rt. ®���� D����ck �h�¹ m�i�n�����n�� 2 �p�Ä� Wi�n���
, �u�n�d �i�ch w�ê
d�� Be��ch�ri�Òu�n�� �o, d�a��� d�� S��Å�n AB �u�n�d BC �p�Ä��n Wi�n���ln ����Ê¡�rl����n �u�n�d d�a�m�Ä ��r Um�k���i��m�Ä-
��lp�u�n�È "o¡�rh�a�lb\ von �i�h���n �l��gt. (Ich £�rm�ª a�l�o, d�a��� A d�i���È z�u B �u�n�d B d�i���È z�u C �¡�n�a�ch�ba�rt
�i��, a�¡�r z�wi��c��n C �u�n�d A a�� ���li�c��n Pu�n�É �l����n .)

We�n�n �Ö° n�och ��i�n Pu�n�È X z�wi��c��n A �u�n�d B o��r z�wi��c��n B �u�n�d C �l����n w�r� { oBdA(**) �l��� X

z�wi��c��n B �u�n�d C {, d�a�n�n w�� ��r Um�k���i�� von BXC gr� �r a�l� ��r von ABC (n�a�ch Pe�ri�p���r��wi�n���l�¹z,
¤�i�
 ��r Wi�n���
 ^BXC gr� �r �i�� a�l� ��r Wi�n���
 ^BY C z�u �����m Pu�n�È Y a�u�� ��m Um�k���i�� von ABC

z�wi��c��n B �u�n�d C).
(*) Ich d�a�r� "oBdA\ £�r¤�n���n, ¤�i�
 �i�ch d�� Be��ch�ri�Òu�n�� von A, B �u�n�d C £�rta�u��c��n �k��n�Â .
(**) Ich d�a�r� "oBdA\ £�r¤�n���n, ¤�i�
 �i�ch d�� Be��ch�ri�Òu�n�� von A �u�n�d C £�rta�u��c��n �k��n�Â .

Eine MEMO-Aufgabe zum Abschluss (MEMO 2013, T-4)

16. Man betrachte endlich viele Punkte in der Ebene, von denen keine drei Punkte auf einer Gera-
den liegen. Alle diese Punkte können derart rot oder grün gefärbt werden, dass jedes Dreieck mit
gleichfarbigen Eckpunkten im Inneren mindestens einen Punkt der anderen Farbe enthält.

Was ist die gröÿtmögliche Anzahl von Punkten mit dieser Eigenschaft?

Aufgabe 16 (Lösungsskizze). N��h���n wi�r a�n, ��� g�¡ ��i�� Pu�n�È��n�� M m�Ä 9 o��r ��h�r Pu�n�É�n, d�� d��
Be�d�i�n�gu�n�� ��rf��. Wi�r �¡�tra�c��n d�� (e�n�d�li�c�, n�i�c�-Ñ��) Ì�n�� a���r âgli�c��n Au��wa�ê�n von 5 g��i�ch-
�fa�rbi���n Pu�n�É�n a�u�� M . (Ni�c� �Ñ�r, ¤�i�
 m�i�n�����n�� ��i�� Fa�r¡ m�i�n�����n�� 5 Pu�n�É �h�¹.) UÂ�r a�� d�����n
Au��wa�ê�n von 5 Pu�n�É�n w�ê�n wi�r d�����n�i��, ����n �k�on�£�xe H�� d�� �k���i�n�� Fl�c� �h�¹.

We�n�n wi�r �Ö° ��i���n �k��n���n, d�a��� �i�n���rh�a�lb d�����r �k�on�£�xe�n H�� �f�n�� Pu�n�É ��r a�n�����n Fa�r¡ �l����n
m�����n, �h�a�¡�n wi�r ��i���n Wi���r�p�ru�ch z�u�r Au��wa�é ��r �f�n�� Pu�n�É �u�n�d �i�n�d ���rti��.

Noch z�u ��i���n (u�n�d ��m ����i�g��n Ë���r z�u�r �bu�n�� ��¡�rla����n):

• ®�� Ì�n�� von 5 g��i�ch�fa�rbi���n Pu�n�É�n a�u�� M ��Áh��Î �i�n���rh�a�lb �i�h���r �k�on�£�xe�n H�� 5 Pu�n�É
��r a�n�����n Fa�r¡ . (Ti�p�p��: Fa��u�Â�r�c��i�d�u�n�� n�a�ch Form ��r �k�on�£�xe�n H�� (D����ck, V����ck, F�n���ck),
Tri�a�n�gu�l��ru�n��, D����c� ��r z�¤�Å�n �u�n�d d�a�d�u�rch ¤�Å�� Pu�n�É ��r ��r��n Fa�r¡ �i�n���rh�a�lb �fi�n���n, ...)

• MÄ 8 Pu�n�É�n, �� 4 gr���n �u�n�d 4 ro��n, �i�� ��i�� An�ord�n�u�n�� âgli�ch (Be�i��p���
 �fi�n���n �u�n�d a�u�f��i�ch���n).


