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Warum Aufienseiter interessant sind
Einige einfache Aufgaben und Losungen zum EXTREMALPRINZIP

Theorie

Satz 1. Jede endliche (nichtleere) Menge reeller Zahlen hat ein gréfites und ein kleinstes Element.

Niitzliche Anwendungen dieser Theorie

Korollar 2. Jede endliche (nichtleere) Menge von Dingen enthdlt ein Ding, fir das eine betrachtete
FEigenschaft am gréfiten oder am kleinsten ist. (Gegebenenfalls kénnen auch mehrere Dinge ex aequo den
kleinsten oder gréfiten Wert annehmen.)

Einige Beispiele:
e In jeder Schulklasse gibt es eine jiingste und eine dlteste Person.
e In jeder Stadt gibt es ein hochstes Gebéude.
e In jeder Biicherei gibt es ein diinnstes Buch.

e In jeder endlichen Menge von Punkten gibt es einen linkesten Punkt.

Man kann auch etwas kompliziertere Figenschaften betrachten und wird trotzdem Dinge finden, fiir die
diese am groften oder am kleinsten sind, solange nur die betrachtete Menge endlich ist:

In jedem Land gibt es ein Haus, das am weitesten vom néchsten Haus entfernt ist.

— Endliche Menge: Alle Héuser des Landes.
— Betrachtete Figenschaft: Abstand zum néichsten Haus.

In jeder endlichen Menge von Punkten gibt es zwei, deren Abstand am kleinsten/groften ist.

— Endliche Menge: Alle Paare von Punkten aus der Menge ((}) Elemente).
— Betrachtete Eigenschaft: Abstand der Punkte im Paar.

In jeder endlichen Menge von Punkten gibt es drei, die das Dreieck mit dem kleinsten Umfang
bilden.

— Endliche Menge: Alle Tripel von Punkten aus der Menge (() Elemente).
— Betrachtete Eigenschaft: Umfang des von diesen Punkten gebildeten Dreiecks.

Unter allen Moglichkeiten, die 50 Bundesstaaten der USA auf zwei Présidentschaftskandidaten
aufzuteilen (wobei jeder Staat eine bestimmte Anzahl von Stimmen hat und entweder alle Stimmen
dem einen oder alle dem anderen Kandidaten gibt), gibt es eine, fiir die das Endergebnis am
knappsten ist.

— Endliche Menge: Alle Méglichkeiten, die 50 Staaten in zwei Gruppen aufzuteilen (2°° Elemen-
te).
— Betrachtete Eigenschaft: Differenz zwischen der Anzahl der Stimmen der beiden Gruppen.
Das EXTREMALPRINZIP ist eine Taktik zur Losung mathematischer Aufgaben, die darauf beruht, jedem

Element eine Zahl so geschickt zuzuschreiben, dass das Element mit der kleinsten bzw. der groften Zahl
irgendwelche niitzlichen Figenschaften zur Losung der Aufgabe hat.

Die folgende kleine Abwandlung ist noch fiir natiirliche Zahlen niitzlich, um auch zumindest manche
unendlichen Mengen mit dieser Methode behandeln zu koénnen:

Satz 3. Jede (nicht-leere) Menge natirlicher Zahlen hat ein kleinstes Element (aber nicht zwingend ein
groftes).
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Aufgaben

Anmerkung: In allen Aufgaben steht n fiir eine beliebige natiirliche Zahl, und Schulklassen, Gruppen von
Rittern, ... werden als endliche Mengen angenommen.

1.

10.

11.

12.

13.
14.

15.

Man zeige: Jedes konvexe Polyeder (mit endlich vielen Seiten) hat zwei Seitenflichen mit derselben
Anzahl von Kanten.

. In einer Schulklasse gelte folgende Eigenschaft: Je zwei Personen mit der gleichen Anzahl von

Freunden in der Klasse haben keinen gemeinsamen Freund in der Klasse. (Freundschaften sind
immer gegenseitig, und es gibt in der Klasse mindestens eine Freundschaft.) Man zeige: Es gibt eine
Person mit genau einem Freund.

Die Ritter der Tafelrunde sitzen um einen runden Tisch. Jeder hat einige ausgetrunkene Gléser
Bier vor sich stehen, wobei jeder genau so viel getrunken hat wie der Durchschnitt seiner beiden
Sitznachbarn. Man zeige: Alle Ritter haben gleich viel getrunken.

Jeder Gitterpunkt der Ebene wird mit einer positiven ganzen Zahl beschriftet, und zwar so, dass
jede dieser Zahlen das arithmetische Mittel der vier Nachbarzahlen ist. Man zeige, dass alle Zahlen
gleich sind. (Gitterpunkte sind alle Punkte mit ganzzahligen Koordinaten.)

In der Ebene liegen 2n 4+ 2 Punkte, sodass keine drei auf einer Geraden liegen. Man zeige, dass man
eine Gerade durch zwei dieser Punkte legen kann, die die anderen 2n Punkte in zwei Gruppen mit
je n Punkten teilt.

Von 2n + 3 Punkten in der Ebene seien keine drei kollinear und keine vier liegen auf einem Kreis.
Man zeige, dass es einen Kreis durch drei dieser Punkte gibt, in dessen Inneren genau n der iibrigen
Punkte liegen.

Sei M eine Menge von Punkten in der Ebene. Fiir je zwei Punkte in M liegt der Mittelpunkt der
Verbindungsstrecke dieser Punkte wieder in M. Man zeige, dass M unendlich viele Punkte enthélt.

Es seien n Punkte in der Ebene gegeben. Je drei von ihnen bilden ein Dreieck, dessen Flache kleiner
oder gleich 1 ist. Man beweise: Es gibt ein Dreieck mit der Fléche 4, das alle n Punkte enthilt.

In der Ebene seien n verschiedene Punkte Hy, ..., H, (Hauser), sowie n andere Punkte By,..., B,
(Brunnen) gegeben. Keine drei von diesen 2n Punkten sind kollinear. Man zeige, dass man jedes
Haus mit jeweils einem Brunnen so durch eine gerade Strecke verbinden kann, dass sich diese
Strecken nicht schneiden.

In der einklassigen Raacher Volksschule hat jedes Kind hochstens drei Feinde. Man beweise, dass
man die Kinder der Schule so in zwei Klassen einteilen kann, dass jedes Kind in seiner Klasse
hochstens einen Feind hat.

Eine Klasse hat eine ungerade Anzahl von Kindern, und diese machen eine Schneeballschlacht. Jedes
Kind stellt sich irgendwo am (konvexen, baumfreien) Schulhof auf, wobei keine zwei Abstinde
zwischen Kindern genau gleich sind. Dann formt jedes Kind genau einen Schneeball und schiefst
damit auf das Kind, das ihm am néchsten ist (und trifft). Man zeige: Es gibt ein Kind, das von
keinem Schneeball getroffen wird.

Man zeige: Bei der Schneeballschlacht aus der vorigen Aufgabe wird kein Kind von mehr als
5 Schneebéllen getroffen.

Man zeige: Es gibt keine positiven natiirlichen Zahlen a, b, ¢ und d mit a® + b? = 3 - (¢* + d?).
Man bestimme alle positiven reellen Losungen des folgenden Gleichungssystems:
a+b=c b+ c=d? ctd=¢e? d+e=a’ e+a=>0

Man zeige: In jedem konvexen n-Eck (n > 3) gibt es drei aufeinanderfolgende Eckpunkte, deren
Umkreis das gesamte n-Eck iiberdeckt.
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Losungen

Nachdem das Extremalprinzip ja nun nicht gerade viel Stoff fiir Theorie bietet, ist es aber umso wichtiger,
beim Bewerb die gefundene Losung gut aufschreiben zu kénnen. Wéhrend ,laut AM-GM-Ungleichung
gilt”“ schon relativ genau aussagt, was man gleich tun wird, ist ,Jaut Extremalprinzip gilt“ noch keine sehr
genaue Beschreibung — es fehlt die Angabe, welche endliche Menge und welche Eigenschaft man gerade
betrachtet.

In diesem Sinne sind diese Musterlosungen nun einmal bewusst nicht lehrbuchhaft geschrieben, son-
dern entsprechen dem, was man als Schiiler*in beim Bewerb so als Mindestmaf hinschreiben sollte, um
halbwegs vollstiandige Punkte zu bekommen.

Aufgabe 1. Wir bedrachdon dio Seile S mik don meidon Karden, Sei k die Anzabl disser- Karden, Nun achausn
WMkNWWWMMSMMWWWBWW{DﬁM)MWWkWM
(weid S worud nichd- dis Seile mik don meirden Karden wire). Ao mus nach Schubfachachbum (kb Nochborn, aber
ruar k — 2 maigliche Warda) wndor dun NackBarn aine Kandenaneah? dongubl vorbomman.

Aufgabe 2. Belrachde din Person mit don moidon FrWMlML, oBdA wei das Wikl Sei k die Arnzabd dor Freunde
von. Wil J_u zied Freunde von Wil minsen fonsl A—rufwﬁe vine verschindone Anzobd von Freunden baben, weif
) },a Wbl abs g,MTLWW(M’TLML Freund baben. Auxﬁpxrrlun bt }be von ibmon bochdons k Freunds / weid das
d/OAMﬂﬁ(WMMnM// wvdebdp/aimWLmFrwvd(Wl/g&} Ao muss wrdor don k Frum/dmuunWl}g&;lp/da
Freundosszabl von 1 bis k vorbommen, insberondore oben auch 1.

Aufgabe 3. Belrachle don RPidler X ) dor am meidon gﬂfwuﬂ»n bt Folls vinwr seiner Nochburn urMWJM
getrunber biille, haille dor andsre Nochbar erdsprechond mobe deinkon miissen, domil X das aridbmedische Midlod
QMIWI/#ML bt Das W aber rnichil, weil or darn 7}(1 rmabu- gy}fwu&vyn biidlo abs X. Absor miissen Boids Nachbarn
von X gunan gliich visk gbrunken hoBen.

Durn habon die Nuchbarn sBonfolls (ox aoquor) am maisdsn gubrunden, o bann man daebbe Argumond
wuf divee anmendan, und dann auf duren Nochbarn wnd oo weilsr awm dun ganzon Tach horum.

Aufgabe 4. Din MMI/JJZ allor verwendedon Werde orcdbit rue- fwm'J»bue gunze Labbor, obsr bt win vin Blaindos
Ebornand. Belruchde viren Punbl X ; dor diswer. Bloirdon Werd Z/U/J)/LUUAML bebommen bot. Wie Bei den Ridlorn
in dor uvﬂ',g,ML We sehon wir, daw dann dia vier Nachborn dorselben Werd baben mivssen ( weid PBoinor
der- Nachborn sinen Bluirwren Werd baben born wnd das aritbmedinche Midlel MW werdan m/wm/ Divres
Arw’n.a/ru‘/ Bonren wir wisdor a/w{ die Nahborn %Offfm%ffavn, bin wir die gorze Ebere bubon.

/gcm/z Lorrebtl: Nobmon wir an, Mgzix@ff/ oiren Punkit- Y, dor sinen boberen Werd bt Donn suche ich don
Wiirzardon Wy (endbang Gillartinian) von X noch Y, wnd wends das Argumond dur Poike nach auf able Punble

Aufgabe 5. Jh wikle don binkodon Purdb L umd Boginne mik sinsr Gurads, dis senbrechi nach wdon gohd-
Dann drehs ich diz Gorode Langrum wm L. Am Anfong sind bl Pankle aud dursebon Seile, und dann Bommb
W‘mpﬂdunalwlwm/wwugfaﬁdnu}bg MW@}MWW\W SMJ@W%M,U}MWM@MW
winan Pundl isborfihet'). Das machs ich so- Langa, Bin ich don 1+ 14on Punkl droffs, dann sind auf jodor
Soile m Purdie.

Aufgabe 6. JA. withbe din beiden Cirnkodon Punkle A und B. Fir oflb anderen Punkle Xl, e X27,+1 be-
dirnme ik die Winkel AX;B. Disse Winkol wind olble verscbisdon, wei sonsd visr Punble a/u/f vinermn Kreis wiren
(PMWMMWMUJI&/. Ao bunn ik win dor- gfuﬁen/owﬁ WW%WWO}L&C[MWWWCLM‘ /MA'/#@,
wmd, zoichme winen Krein durch A, B und dissen Fundt. Dann sind nach Periphorivwinkeloatz olle Purkle mik
g/rufmwm Wirket WW‘, and ols mil Bloirerem Winkef wufmfwﬂ@‘ von dem Kreis.

Aufgabe 7. Nobmon wir ar, o5 9&'1'/62 rr ondbich vieke Purdle, JA. wuche die beidon Purdie, die den Bloirden
Abdard baben (WML bei simor andbichen /VlMug,e MM«'_MML} aumnd rerne aiv A wrd B. Der Wmﬁ X
zwinchan diswen Wwwdwm M. Darn wire dor- Aodand von X zu A aber noch blviner — Wz}dMWlwa
zur- Auwwuabl von A und B,
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Aufgabe 8. Urder allon DFW/#ML, dis rman mik 3 Purblen aun dor MMI/JJZ bildon Bann ( (g) /M/JWMMA/ )
woi ABC dan Dreivck mik dor grofon Flicks, Wir zwichron durch div drei Ebpunble joweils Paroblibor sur
WMWMSMWMWMWWDrM A/B/C’/, wobed A/me A W, B’g,wguul'u&w
von B aund C’ Wuﬁﬂw‘m C (viske Zn/t/r}m/wrbg/ Die Fliche vonn A'B'C’ i 4 Mok wgzmﬂwi/zcwuvn ABC,

abror hichdornns 4,
Bf’/#l/Mb”l)Lulbg Al Purdie &wg,o/n innwrboll von A'B'C’. Beweds: )417/J,MUUTMTLML, 25 9/(3/6&

eiren Pundt X in dor MMMJ,Q; dor oBdA* oberbakl’ von B'C’ &M%/ Darn baislle
ABX dis W.e QI‘UIML&A’W AB, aber sine gzrrj{év/re Hibe by ABC — WbdM?TIIlM}L
dazu, daws ABC das ng’U‘/Jm Dreisch vrar,

) Joh darf oBdA" verwendon, weid ich, wern o wine andare Seile wire, dis Punkle A,
B wund C asowis A/, B wnd C' WMZA%M rmberwrren Binrde,

Aufgabe 9. & g/vM n! MﬁWMMJL&fQ den Hiwsern Brummen Z/U/Z/U/JYTLfI)/ﬂ. Wir wndersuchen dia thnhmug )
%u,r din dis Surnmse dor- W‘/M/ﬂ armn Blindon id. Nobwmon wir an, dord wirden vich, zwed WMJJZ frevwzon, Donn
Eirrde ich die BrlMM'LML*ZUJ-DA‘/gtMl/}M'L dor zwred '6MWL Hiuwer awdouschorn, und orbalde vine thm//m:,g
Kf\(’/u/btl/f‘bgﬁ/fl.

) 1n anm Visrech ABCD s#ind die Seiden AB wnd CD zusammen divzer aobs die beidoen Dl}agzon/wfo/n.
Bewredin: Soi M dor- SO&JMXH'WJDU‘ dor- Dt}a,g«orw,&/n, darn id radh. Dr\eziwoﬁmvngu}obubg AB < AM + BM awund
CD<CM+DM, aﬂx&mmnwvgm}bﬁ# AB+CD < AM +BM +CM + DM = AC + BD.

Aufgabe 10. Fir- Wb W}(M.@ /\//gGA’A'MLWIJM}gtMIIJ (% W 2m &JWM}ML/ Zihbor wiir dio gyﬂwn}o/:/z,oﬁg dor-
Feindachafdon innarballe dor Boidon Kbamven. Wie wikdun diz Sindvibung mik don wenigdan Feindachafdon. Wenn
}IJZJ—’I’DO(}'LW‘LWWM Feinde in seiner Klasse MJLQ,IMMQMW‘CL{EW’JQWMAI&&Q, MWWWJM'
FWMWM inmurball dor Klamsen wriirde sinbon — Wl}dwrwwoﬁ zur- Aunurahl dor- W:w&wvg Dio Eindoids g
mit don wenigrdens Feindschaflen srlilh also dis Bedingung.

Aufgabe 11. & g,MLu/J/L ZAL MWL; dass WJMMML Kirnd mindodors zwei Schnocbille abbobommt, weil dann %u/r
vin andores Kind Boin Schroeloll mobe ibrig isd. Belrockle dis beidon Kindor mik dom Blsindor. Abdand. Disse
beidon M/.@/IJMOAIA{WWDC[M‘ Wmumdwqrv#&%m@vdwnw&MMWMWWM'WW'
'4)’0#!/;0//?)4/, bt divwes zured Tre#»r und wir wind {M% Wern m)o#ol‘, dann Www wir- diswe beidon abr M
wund bedrachlen die ;JJZAL wm 2 Kindor #loinere /M.Mbg,lz (W wisdor- M,g,wu,du/ Dord  auchon wir wisder
die beidon Kindor mit dom Blvindon Abdand wnd wisdurbolor das, w0 bange bis (falls wir nickd- schon vorker
vin Kind mil zurei Tre#wrn MMI/([ML baben and w@@re(}wn} rour roch 3 Kindor uz@rvg simd. Vor dissen boben
wisdor zarei don Blindon Abdard and Mﬁoxﬂ UAJ/fWMMMlM, wnd das deidle Kird «r}wa//}afi/ w@wufa% u,u/f 2ines
der- Beidor and verurvoucdd domid sinen zweiden Treflor. Abso bebommit immar sin Kind mindsdors 2 Tre#w

Aufgabe 12. Wir- Bedruchlon das Kind K, dos die muisdan Schnsebills abbebommon bat. Nobmor wir an, dos
wiren 6 oder- mobs- goenen, Wir numemerioren dic srdon 6 Schitdzon im U/MZM,QMW von Ay bin Ag. Die Summe
dor- 6 Winkol <A1KAs, <<AsK A3, <A3KA,, <A4KAs, <AsKAg, <AcK A1 id 360°, absr id mindedors
siner davon bichdons 60° g«mﬂ. OBdAY wei <A3K Ay disser Winkel,

dn ;,lem Dreisch ide dor 9«(0{54.2 Wirkat gzrrjﬁo/r‘ odor ?/&M/#L 60°. Jmn Dreinck AsK Ay Rinren rickd- olb drei
Winkol ?&M}l 60° weirn, wored wire 24 Q«&M}n/k%hg und das gﬂu" Lot AfMMe richd-, Abso i dor g/rufa/lo Wirkel
sohd grifier abs 60°. OBIA wei dor Winkel in Ag dor grifde Winkel. (& Barn nickd dur Winkel in K sein,
weik diswer ja < 60° wnd dor grofde Winksl > 60° isk.) Dem grofdon Winksl im Droisch mum abor- dia Gangla
SMJ@WUJ/BM&W Ao ind KAy dis &J/n/g/d.a Seile im Dreinck. Dann balle A4 w&exr'g«cw‘n,t}ofd'a/u/f K MMM
oh)/fjwl, weikf A3 ﬁ')/r' b ribor qouresen wire, Wl}dMW‘U/{}l.

[+ JcA o/,cwf' bior o-BdA" ue/rwem,dm, weil ich mik dor /\/u/fmmio/rwz/g wm LM/ZM,QMW bes Bwb:wf woandoers
Mle(MllJML tornde, damit die beidun Schiilzen Bei diswern Winkef die Nummern Az wimdd Ay bebommon.

ol Joh, dﬂ/f biver- oBdA" verwenden, weil ik wonad di BW}M’W‘U]LQ vore Az wnd Ay verdauschon binrde
wmd das %U&JMMLE A-rgzwfwv/-' windor- fwmﬂ;lwrww4/
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Aufgabe 13. )4YI/(J,MW1’TMTLML 5 gab/'ﬁe [/fj’nlll/gj/ﬂ. Dann 9«064/ 25 2AMe MWII(J, #J/f“ diz a? +b2 arn Plvirvdon i
( Fiir- ?ﬁ/dlz [/'J'ng il a2 —+ b2 vine noatirbicke Lokl ) i oine /MJA'I/JJZ von natirbichen Labbor. bt sin Bluinsdos
cr/&ﬂwrbl'.}((Ag«i/&“a2+b2:3‘(02—|—d2),a,&r0'42x{/a2+b2a//wrr/13iu}56ur. Do Quadroteabbor. modubo 3
W‘WOOdM‘l%Wl#W,WMWGWbMWO&BWW‘ ﬁm,mﬁmwskwmw,rw'
QMUI@WOMMSﬁm.%gn}@¢mwmwﬂmx4ubdynu}a—3mmdb—3y Dann gitd
a2+b2:(3) +(3y) =9 (22 +9%) =3 (2 + d?), Mnmwﬁ[)wmnchwvﬁ3(ﬂq«uuwfoxnwmfofw/
A+d*>=3-(2? )%MWWQ(CdIQ)W!WJLWWGLW—)WMMWMWMW

von a? + b2.

Aufgabe 14. Sei (a,b,c,d,e) vine Lorung, und sei © die grofide wnd y die Blvinade dor Zabbor a, b, ¢, d und
e. Dann WWWWMW2$Z$2 (wern man dis Zeite arschoaud, wo 12 rechis M},W2y§y2
lir dor Zoife mit 1> auf dor rechlen Seile). Weid x wnd y povibiv sind, Bénnen wir durch sie dividisren wund
wrhollor 2 > 1 mund 2 <y Aber 1 ind dis grofde und y die Rloinade Zohl, oo miismen olle 5 Zohbon gloick 2

weAn,

Aufgabe 15. Tk Bedrachle able Kreine durch drei (nickl notwendigorueine Bonmchbords) Ebpunbie [ (1) Meg-
bichboilon). Sei der- Umbrein vore ABC' dor- gzrufm dawon. Bey#:m:{ulum/?= Divser- MW dia B%Lim,g«wm?. Bewein:

7/ & ng,m alle %WJQ irrerbaltl. Werm sin Purkl X wwﬁe/rfw,g@‘ ng,m wﬁ/rdjz, wobei U'Bd/lj’) ABCX
m&mw'w,wvfoggﬂm Lorwrexes Visredh. /zre/i,cLa,rm WMMPWJQAMBMM&~W Ww
wund don Kreis a0 &m,gﬂwa(}ww Me/n, bis or durch Xg,v]v/“, AMvdM#wﬂeWngzmﬁMw Krein durch 3 Pu/mue,
WMLMWUM zur- Wahl vorne ABC.

2] Dia Purkle A , B wund C wind berachbord., J_Mb/) Dreisck bt mindadorns 2 QTIAJZ) Winket, wund ik wikbe
din BW/ML#M:/Q »0°, daw die Seilen AB wnd BC QTIAJZJM’L Winkebn QM}MMM&M}ML i damit dor- Umbreismil -
Aolpundt oberbolls” von ibnen bisgd. (Joh vermade obso, dow A direbd 20 B und B direbd 20 C benachbord
iy aber zminchan C und A ol redbichan Punble Givgan )

Wenn jaek noch sin Pundb X zwischon A wnd B odur zusinchon B wnd C ivgen winde - oBdA lige X
zuinchen B wund C -, darn wire deor- Umbreis von BXC g/rﬁfm‘ ks dor- vornn ABC (rwwﬁ PMWWMZ,
weid dor- Winksl <BXC glﬁﬁe/r' i aby dor- Winkef <BYC zu }P/JMTL Punkt Y wu/{ dom Umbrein von ABC
zwinchon B und C').

(1 Joh, (fﬂ/f o BdA" verwendon, weif ich dia B%@hn#l—u/rbg von A, B wnd C verdauschon Eénrde,

() Joh dﬂ/f oBdA" verwendon, weif ich die Bm'ohmﬁ-u/rbg von A wnd C verdawschen Bénnde,

Eine MEMO-Aufgabe zum Abschluss (MEMO 2013, T-4)

16. Man betrachte endlich viele Punkte in der Ebene, von denen keine drei Punkte auf einer Gera-
den liegen. Alle diese Punkte kdnnen derart rot oder griin gefirbt werden, dass jedes Dreieck mit
gleichfarbigen Eckpunkten im Inneren mindestens einen Punkt der anderen Farbe enthélt.

Was ist die groftmogliche Anzahl von Punkten mit dieser Eigenschaft?

Aufgabe 16 (Lbsungsskizze). Nobsnon urir- arn, o5 gxﬁz@e one Pu/nﬁ}m.wrvgﬂ M mit 9 oder moba- Pum/#;/w, die die
Bwh'm/g/u/n;g MW Wir- bedrachden die (Mwwt}ofw, nA}oHJ—&Me) /M.Mvg,lz allor- mﬂWm Auvswoblor von 5 Q/M—
ﬁw@igyxn Purdlen ans M. (waz}' fu/r', weid mindedons sine Farbe mindodors 5 Punble /w;ll/ Urder ol diswsen
Ausuoblon von 5 PWwaﬁ}uﬁwqu‘ch%Mu}g,a, doren Lorwexe Hill die Rloinde Flicke bt

Wennm wir M ZWJMl birner, daws inrerball divser Borwexen Hill #u/n,{ Punkbhe dor anderen Farbe &'D/aw/n
missen, baben wir sinen WM[MaTW}L zur- Auvvwobd dor- %wn{ Punble wnd wird {iﬂ/riflj

Noch zu MJML / und dem g,MLWJ/LDIL [omer zur /,wwrbg MM&WL/:

QJ,w[/z /M.um,g,a von D M[&@m Pundlor. ams M ordbibld innorboll ibrer borwexen Hidle 5 Pundle
dor andoren Farbe. ( TDI'I{IA /:GMMIJ!MMWJAML? rach, Form dor Borwexen Hikl ( Dreioch ; Vi LM«M, /:u/mf.M/#/ ;
Trba/rbg/u,&mwug, Dreinche dor zueidon wnd dadurch wedare Punble dor arden Farfe innorball- WL,

[ MSPWJM,F4¢WW4m¢W,MWMWWW(BWﬁ}rbdw,tm/da/wfzu}f/wm}.



