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Aufgabe 1. Wir betrachten die zwei Folgen (ay)n>0 und (by)n>0 ganzer Zahlen, die durch ay = by = 2
und a; = by = 14 und durch

ap, = l4a,_1 + apn—2,

bn = 6bn—1 - bn—2

fiir n > 2 festgelegt sind.
Man entscheide, ob es unendlich viele Zahlen gibt, die in beiden Folgen vorkommen.

(Gerhard Woeginger)

Antwort. Ja.

Lésung 1. Die ersten paar Zahlen in der Folge (a,) sind 2, 14, 198, 2786, 39202, 551 614. Die ersten
paar Zahlen in der Folge (b,,) sind 2, 14, 82, 478, 2786, 16 238, 94 642, 551 614. Dies fiihrt zur Vermutung
Aok 1 = b1 fiir £ > 0, die auf vielerlei Arten bewiesen werden kann.

Die Rekursion fiir (a,) liefert durch Indexverschiebung die drei Gleichungen

Apy2 — 14an+1 —a, =0,
Qpy1 — l4a, — ap—1 = 07

Ay — 14an,1 — Qp—2 — 0

fiir n > 2. Wenn wir diese drei Gleichungen der Reihe nach mit 1, 14 bzw. —1 multiplizieren und sie
dann addieren, so erhalten wir a, s — 198a,, + a,_o = 0 und daher

Qnio = 198a, — a,—o

fir n > 2.
Die Rekursion fiir (b,) liefert die fiinf Gleichungen

bny3 — 6bpyo + by = 0,
bpioa — 6by1 + 0, =0,
bpi1 — 6b, +b,_1 =0,
b, — 6b,—1 + b,—2 =0,

bp—1 — 6by,—o+ b3 =0

fiir n > 3. Wenn wir diese fiinf Gleichungen der Reihe nach mit 1, 6, 35, 6 bzw. 1 multiplizieren und sie
dann addieren, so erhalten wir b, 3 — 198b,, + b,,_3 = 0 und daher

brys = 198b, — by_s

fiir n > 3.

Wir sehen nun, dass die beiden Teilfolgen (asgi1) und (bsxy1) dieselben Anfangswerte a; = by = 14
und az = by = 2786 haben, und dass sie dieselbe Rekursion erfiillen. Das impliziert aggyq = bgpyq fiir
alle k£ > 0.

Die gegebene Rekursion der Folge (a,) zeigt unmittelbar, dass (a,) streng monoton wachsend ist.
Daher gibt es tatsédchlich unendlich viele ganze Zahlen, die in beiden Folgen vorkommen.

(Gerhard Woeginger) [



Losung 1a.

Lemma 1. Sei © = (x,),>0 eine Folge komplexer Zahlen, die einer homogenen linearen Rekursion
mit konstanten Koeffizienten der Ordnung d geniigt, sowie m eine positive ganze Zahl und r eine
ganze Zahl mit 0 < r < m. Dann geniigt auch (24, ):>0 einer homogenen linearen Rekursion mit
konstanten Koeffizienten der Ordnung d.

Beweis. Sei N der Vorwértsshift in n, also Nz, = 2,1 fiir eine Folge (z,) und damit auch N7z, =
Zny; fir ganze Zahlen j > 0 und allgemeiner (ijo ¢jN?)z, = Zﬁzo CjZny; fiir alle £ > 0,
Konstanten ¢; fiir 0 < j < ¢ und Folgen (z,). Man rechnet leicht nach, dass fiir Polynome f und
g und Folgen (z,) gilt, dass (f(N) - g(N))z, = f(N)(g(N)z,).

Laut Voraussetzung gibt es ein normiertes Polynom p vom Grad d, sodass p(N)x,, = 0. Schreibt
man p(X) = H;l:l(X—)\j) fiir passende \; und setzt ¢(X) = H?Zl(Xm—Agn), so teilt das Polynom
p offensichtlich das Polynom ¢ und daher gilt auch ¢(N)z, = 0. Nun sind alle Exponenten von
N in ¢(N) durch m teilbar und ¢ hat Grad md. Damit haben wir also eine homogene lineare
Rekursion mit konstanten Koeffizienten der Ordnung d fiir (24,4, )i>0 erhalten. "

Lemma 2. Seien x = (x,,)n>0 und y = (Y )n>0 zwei Folgen, die jeweils einer (nicht notwendigerweise
derselben) homogenen linearen Rekursion mit konstanten Koeffizienten der Ordnung d geniigen.
Falls z,, = y, fiir 0 < n < 2d gilt, so gilt x,, = y, fiir alle n > 0.

Beweis. Seien u; und v; fiir 0 < j < d Konstanten, sodass

d—1

Tntd = § Ujln+j,
7=0
d—1

Yn+d = § ViYn+j

j=0

fiir n > 0 gilt.
Wir behaupten, dass dann auch
d—1
Yntd = Zujyn-i-j

=0

fiir alle n > 0 gilt. Wir beweisen das durch vollstindige Induktion. Fiir 0 < n < d gilt das nach
Voraussetzung. Fiir den Schritt von n auf n + 1 mit n > d — 1 stellen wir zunéchst y,,.1.4 durch
die Rekursion fiir die Folge (y,) dar und wenden dann die Induktionsvoraussetzung an, sodass wir

d—1 d—1  d-1
Ynt+1+d = E VilYnt+145 = E Vj UkYn—d+1+j+k
=0 j=0 k=0

erhalten; das war mdoglich, weil n4+1 > d vorausgesetzt war. Wir vertauschen nun die Summationen
und wenden wieder die Rekursion fiir die Folge (v,,) an und erhalten damit

d—1  d-1 d—1
Yn+14d = E Uk E ViYn—d+14j+k = E UkYn+1+k>
k=0  j=0 k=0

was zu zeigen war.
Damit erfiillen aber beide Folgen dieselbe Rekursion und sind daher wegen des Ubereinstimmens
von geniigend vielen Anfangsgliedern gleich. "



n|0 1 2 3 4 5 6 7
ap, |2 14 198 2786 39202 551614 7761798 109216786
b, |2 14 82 478 2786 16 238 94 642 551614

n 8 9 10
a, | 1536796802 21624372014 304278004998
by 3215042 18738638 109216 786

Tabelle 1: Aufgabe 1, Lésung la, Gemeinsame Werte hervorgehoben

Wir bestimmen die ersten Folgenglieder und erhalten die Werte in Tabelle [1} Wir sehen, dass a; = by,
as = by, a5 = by und a; = byy. Daher stimmen die beiden Folgen (ask+1)k>0 und (bsgi1)k>0 in den
ersten vier Werten iiberein und geniigen nach Lemma 1] jeweils einer homogenen linearen Rekursion mit
konstanten Koeffizienten der Ordnung 2. Damit sind diese beiden Folgen nach Lemma [2| gleich.

(Clemens Heuberger) [

Lésung 1b. Wir geben einen Beweis von Lemma [I] aus Losung [Ta] durch ein lineares Gleichungssystem
an.

Wir suchen also Konstante ug, ..., ug, nicht alle 0, sodass Z;l:o UjTpijm = 0 fir alle n > 0 gilt.
Durch wiederholtes Anwenden der Rekursion fiir die Folge (z,,) erhalten wir

d—1

Tntjm = E CkjTln+k
k=0

fiir passende Konstanten ¢; fiir 0 <j <dund 0 <k < d.
Somit suchen wir u; fiir 0 < j <d, fiir die

d
0= E U Tn4jm
Jj=0
d d—1
= E Uj E CkjTn+tk
j=0 k=0

d—1 d
= E Tntk E Cr;Uj
k=0 §=0

fiir n > 0 gilt. Das ist sicherlich der Fall, wenn jede der inneren Summen verschwindet, wenn also

(ug, ..., uq) eine Losung des linearen Gleichungssystems
d
chjuj:(), 0<k<d,
j=0

ist. Es handelt sich also um ein homogenes lineares Gleichungssystem in d + 1 Variablen und d Glei-
chungen. Nun ist bekannt, dass ein solches Gleichungssystem stets eine Losung (uq, ..., uq) # (0,...,0)
besitzt.

Bemerkung. Will man den allgemeinen Satz iiber lineare Gleichungssysteme nicht benutzen, so kann man das
Gleichungssystem fiir Ordnung d = 2 als Schnitt von zwei Ebenen interpretieren, die beide den Ursprung
enthalten. Da sich zwei Ebenen entweder gar nicht oder mindestens in einer Gerade schneiden, muss es weitere
Lésungen auker dem Ursprung geben.



(Theresia Eisenkolbl, Clemens Heuberger) [

Lésung 1c. Wie in Losung (1] wollen wir zeigen, dass die Folgen (agri1)k>0 und (bsgi1)r>0 derselben
Rekursion geniigen.

Wir bezeichnen den Shiftoperator in n wieder mit N. Laut Angabe gilt (N? — 14N — 1)a,, = 0 fiir
alle n. Damit gilt auch

0= (N?+ 14N — 1)(N* — 14N — 1)a, = ((N? = 1)* — (14N)*)a, = (N* — 198N? + 1)a,
fiir n > 0. Somit gilt
Qniq = 198ay,40 — ay,

fir n > 0.
Um nun zu zeigen, dass auch
bn+6 - 198bn+3 - bn (1)

fiir n > 0 gilt, beobachten wir (beispielsweise durch Division mit Rest), dass
N® —198N? +1 = (N* 4+ 6N® + 35N + 6N + 1)(N*> — 6N + 1)

gilt, woraus angesichts der Rekursion fiir (b,) folgt.
Daraus folgt wie in Losung (1| das Ergebnis.
(Theresia Eisenkilbl, Clemens Heuberger) [

Lésung 2. Die charakteristische Gleichung der ersten Rekursion ist
NM—14A—-1=0
mit den Lésungen A\ = 7 ++/50 = 7+ 5v/2 = (1 £ 1/2)3. Durch Ansatz erhilt man
a, = (1+V2)* + (1 - v2)™

fir n > 0.
Die charakteristische Gleichung der zweiten Rekursion ist

p?—6u+1=0
mit den Losungen p = 3 £+1/8 = 3+ 2v/2 = (14 v/2)%. Durch Ansatz erhilt man
b, = (1 + \/§)Qn+1 + (1 _ \/§>2n+1

fir n > 0.

Wenn 3n = 2m + 1, so gilt offensichtlich a,, = b,,. Da 3n fiir jede ungerade ganze Zahl n in der Form
2m + 1 dargestellt werden kann, gibt es unendlich viele Paare (n,m) mit a, = b,.

Die gegebene Rekursion der Folge (a,) zeigt unmittelbar, dass (a,) streng monoton wachsend ist.

Daher gibt es tatsédchlich unendlich viele ganze Zahlen, die in beiden Folgen vorkommen.
(Clemens Heuberger) [

Losung 2a. Wenn man in Losung [2| die Faktorisierungen von 7+ /50 bzw. 3+ /8 nicht findet, so erhilt
man

an = (74 v50)" + (7 — v/50)"

und

by = (1+v2)- 3+ V8" + (1 -v2) - (3— V8"



Aus den ersten Folgenwerten vermuten wir aop 1 = bsiyq fiir alle k. Zu zeigen ist also

(7_|_ \/%)Qk-i-l + (7 _ \/%)Qk-&-l _ (1 + \/5) . (3 + \/g)Sk—i-l + (1 _ \/5) . (3 _ \/§)3k+1
fiir alle k. Es gilt

(74 V50)* ! = (7 +v/50) - (7 £ V50)*)"
= (7+5v2) - (99 & 70v/2)*

und

(1£v2)- (3 V8)*! = (1+v2)- (3+V8)- (3£ VR)*)F
— (7T45V2) - (99 + T0v/2)F,

womit die Vermutung bewiesen ist und wie in Losung [2| das Gewlinschte folgt.
(Birgit Vera Schmidt) O

Aufgabe 2. Es sei ABC' ein Dreieck und I sein Inkreismittelpunkt. Der Kreis durch A, C und I
schneide die Gerade BC' ein zweites Mal im Punkt X, der Kreis durch B, C und I schneide die Gerade
AC' ein zweites Mal tm Punkt Y .
Man zeige, dass die Strecken AY und BX gleich lang sind.
(Theresia Eisenkdlbl)

Lésung 1. Wir zeigen, dass immer AB = BX gilt. Da dann analog auch AB = AY gilt, ist die
Behauptung bewiesen. Siehe Abbildung

Abbildung 1: Aufgabe 2, Losung 1

Wir verwenden in dieser Losung gerichtete Winkel zwischen Geraden (modulo 180°) in der Notation
< PQR und bezeichnen wie iiblich die Winkel des Dreiecks ABC mit a = <BAC, § = <CBA bzw.
v = XACB.

Es gilt unter Verwendung des Peripheriewinkelsatzes:

1
FAXB = AXC = $AIC = —4CIA = 180° — 5CTA = $IAC + $ACT = S(a +7).

Damit gilt auch
1 1
IBAX = —4AXB —<4<XBA = —E(a +v) =B = é(oz +7).

Also ist das Dreieck ABX gleichschenkelig und somit ist alles bewiesen.
(Theresia Eisenkélbl) O



Abbildung 2: Aufgabe 2, Losung 2

Lésung 2. Seien «, [ und v wie iiblich die drei Winkel des Dreiecks ABC. Wir verwenden wie in
Losung [I| gerichtete Winkel zwischen Geraden modulo 180°. Sei D der Punkt auf AB auf derselben
Seite von B wie A, fiir den BC' = BD gilt (vgl. Abbildung [2)). Es gilt wegen der Gleichschenkeligkeit
JADC = 4BDC =90°— /2 = a/2+7/2 = < AIC. Also liegt D auf dem Umkreis von AICX und die
Potenz von B an diesem Kreis ist BD - BA = BC - BX und somit BX = BA. Analog gilt AY = AB,
womit alles bewiesen ist.

(Theresia Eisenkélbl) O

Lésung 3. Wir bezeichnen den zweiten Schnittpunkt von BI mit dem Umkreis k von AIC' mit V, siehe
Abbildung [3

Abbildung 3: Aufgabe 2, Losung 3

Die Potenz von B beziiglich dieses Umkreises k ist BC'- BX = BI-BV, wir wollen daher BX = %
bestimmen. Nach Peripheriewinkelsatz iiber der Sehne Al von k£ und nach Konstruktion gilt <BV A =
JIVA = <ICA = <BCI. Nach Konstruktion gilt xVBA = <CBI. Daher sind die Dreiecke BV A
und BCT dhnlich und es gilt BV : AB = BC': BI. Daraus ergibt sich BX = % = AB. Analog gilt
AY = AB und daher gilt wie gefordert BX = AY.

(Clemens Heuberger) [

Aufgabe 3. Es sein > 2 eine ganze Zahl. Ariane und Bérénice spielen ein Spiel auf der Menge der
Restklassen modulo n. Zu Beginn steht auf einem Zettel die Restklasse 1. In jedem Spielzug ersetzt die
Spielerin, die am Zug ist, die aktuelle Restklasse x entweder durch x + 1 oder durch 2x. Die beiden
Spielerinnen wechseln sich ab, wobei Ariane beginnt.

Ariane hat gewonnen, wenn tm Laufe des Spiels die Restklasse O erreicht wird. Bérénice hat gewon-
nen, wenn ste das dauerhaft verhindern kann.

Man bestimme in Abhdngigkeit von n, wer von beiden eine Gewinnstrategie hat.

(Theresia Eisenkolbl)

Antwort. Ariane gewinnt fiir n = 2, 4 und 8, fiir alle anderen n > 2 gewinnt Bérénice.
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Léosung 1. Wir betrachten zuerst einzeln die Falle n = 2, 3, 4, 6 und 8 und zeigen dann, dass Bérénice
fiir alle anderen n gewinnt. Alle Kongruenzen in dieser Losung sind modulo n zu verstehen.

e Fiir n = 2 geht Ariane im ersten Schritt auf 0 und hat gewonnen.

e Fiir n = 3 geht Ariane im ersten Schritt gezwungenermafen auf 1+ 1 = 2-1 = 2, Bérénice kann auf
2-2 =1 gehen, somit kann Bérénice erzwingen, dass das Spiel immer zwischen 1 und 2 abwechselt
und niemals zu 0 kommt. Somit hat Bérénice gewonnen.

e Fiir n = 4 geht Ariane wieder im ersten Schritt auf 2. Bérénice muss nun 24+ 1 =3 oder 2-2 =4
wahlen. Wahlt sie 4 = 0, hat sie sofort verloren, wahlt sie 3, kann Ariane im né#chsten Schritt
gewinnen, da sie 3 + 1 =4 = 0 wihlen kann. Ariane hat also eine Gewinnstrategie.

e Fiir n = 6 gewinnt Bérénice bei optimalem Spiel, da sie mit der Strategie fiir n = 3 bereits
vermeiden kann, dass die Zahl jemals durch 3 teilbar ist.

e Fiir n = 8 geht Ariane wieder im ersten Schritt auf 2. Wahlt Bérénice 4, kann Ariane sofort mit
8 = 0 gewinnen. Wahlt Bérénice 3, so kann Ariane 6 wahlen. Nimmt nun Bérénice 7, hat Ariane
mit 7+ 1 = 8 = 0 gewonnen, wahlt Bérénice 2 -6 = 12 = 4, so hat Ariane mit 2-4 =8 = 0
gewonnen. Ariane gewinnt also bei optimalem Spiel.

Sei nun n > 2 mit n # 2, 3, 4, 6 oder 8. Ariane gewinnt sicher nicht im ersten Schritt, da 2 # 0 ist.
Wenn es Bérénice dauerhaft vermeiden kann, n, n — 1 oder n/2 (falls n gerade) zu wihlen, dann kann
Ariane nie gewinnen. Wir miissen also tiberpriifen, fiir welche Zahl x auf dem Zettel Bérénice gezwungen
ist, danach eine dieser Zahlen zu wahlen, weil beide ihrer Moglichkeiten auf dieser Liste sind.

Wenn x + 1 kongruent zu einer der Zahlen n, n — 1 oder n/2 ist, so ist 4x kongruent zu —4 oder
—8. Wenn 2z kongruent zu einer der Zahlen n, n — 1 oder n/2 ist, so ist 4z kongruent zu 0 oder —2. Es
kénnen also nur dann beide Optionen ungiinstig sein, wenn n eine der Differenzen 2, 4, 6 oder 8 zwischen
den beschriebenen Werten fiir 4z teilt. Alle diese Teiler haben wir aber zuvor separat behandelt.

Bérénice ist also fiir n # 2, 3, 4, 6 oder 8 niemals gezwungen, selbst 0 zu wihlen oder Ariane diese
Moglichkeit zu erdffnen, somit kann Ariane fiir diese Zahlen niemals gewinnen. Die Gewinnstrategie von
Bérénice ist also ganz einfach, die Zahlen n, n — 1 und n/2 zu vermeiden und ansonsten beliebig zu
spielen.

(Theresia Eisenkdlbl) O

Lésung 1a. Bérénice verwendet die folgende Strategie. Fiir x # n — 1, n — 2 oder n/2 — 1 verwendet sie
x + 1, das ist weder 0 noch kann Ariane damit im néchsten Schritt gewinnen.

e Fiir z = n —1und 2z = n/2 — 1 verwendet Bérénice 2z, also in beiden Fillen die Restklasse
n — 2, das ist aber 0 fiir n = 2 und n/2 fiir n = 4, sodass diese Félle spéter noch extra behandelt
werden miissen. In allen anderen Fallen ist das aber weder 0 noch kann Ariane im néchsten Schritt
gewinnen.

e Fiir z = n — 2 verwendet Bérénice wieder 2z, also die Restklasse n — 4, das ist aber 0 fiir n = 4,
n/2 fir n = 8 und n — 1 fiir n = 3, sodass diese Fille spiter noch extra behandelt werden miissen.
In allen anderen Fillen ist das aber weder 0 noch kann Ariane im néchsten Schritt gewinnen.

Wie in Loésung [I] sieht man fiir die verbleibenden Fille 2, 3, 4 und 8, dass Ariane genau fiir 2, 4 und 8
gewinnt.

(Theresia Eisenkolbl) [



Lésung 2. Wir stellen zunéchst fest: Wenn Ariane fiir ein bestimmtes n gewinnen kann, gewinnt sie auch
fiir alle Teiler von n, und umgekehrt, wenn Bérénice fiir ein bestimmtes n gewinnen kann, gewinnt sie
auch fiir alle Vielfachen von n, da die Restklasse 0 modulo n automatisch auch 0 fiir alle Teiler von n
ist.

Es reicht also zu zeigen, dass Ariane fiir n = 8 gewinnt und dass Bérénice fiir n = 16 und fiir
ungerades n gewinnt.

Alle Kongruenzen in dieser Losung sind modulo n zu verstehen.

e Fiir n = 8 geht Ariane im ersten Schritt gezwungenermafen auf 2. Wahlt Bérénice 4, kann Ariane
sofort 8 = 0 wihlen und hat gewonnen. Wahlt Bérénice 3, so kann Ariane 6 wihlen. Nimmt nun
Bérénice 7, hat Ariane mit 7+ 1 = 8 = 0 gewonnen, wahlt Bérénice 2 -6 = 12 = 4, so hat Ariane
mit 2 -4 = 8 = 0 gewonnen. Ariane gewinnt also.

e Fiir n = 16 geht Bérénice fiir alle Zahlen aufer 4 und 8 auf 2z. Das ergibt offensichtlich niemals
0, 15 oder 8, sodass auch Ariane niemals auf 0 gehen kann.

e Fiir n = 3 muss Ariane im ersten Schritt 2 wihlen, dann kann Bérénice zuriick auf 1 gehen, sodass
Bérénice gewinnt.

e Iiir ungerades n > 3 kann 0 niemals mit 2z erreicht werden. Das einzige Problem, das fiir Bérénice
auftauchen konnte, ist, dass ihre beiden Optionen n und n — 1 sind, sodass entweder sie oder
Ariane 0 wihlt. Das bedeutet aber fiir die Restklasse x, die Bérénice ersetzen muss, dass entweder
r+1 = —1 und damit 2x = —4, was verschieden von den Klassen 0 und —1 ist, oder x+1 = 0 und
damit 2x = —2, was ebenfalls verschieden von den Restklassen 0 und —1 ist. Daher kann Bérénice
vermeiden, dass die Restklasse 0 auftaucht.

(Theresia Eisenkolbl) [

Aufgabe 4. Man bestimme alle Paare (a,b) reeller Zahlen, sodass
a-|b-n|=>b-la-n|

fiir alle positiven ganzen Zahlen n gilt.
(Fir eine reelle Zahl x bezeichnet |x| die grofite ganze Zahl, die kleiner oder gleich x ist.)
(Walther Janous)

Antwort. Die Losungen sind alle Paare (a,b) mit a = 0 oder b = 0 oder a = b oder jene, in denen sowohl
a als auch b ganzzahlig sind.

Léosung 1. Es seien ag = |a] und a; die Binarziffern des Nachkommateils von a, also a = ag+ 77, 5 mit

ap € Z und a; € {0,1} fiir i > 1. In entsprechender Weise soll b = by+> o, % mit by € Z und b; € {0,1}
fiir ¢ > 1 sein. Falls die Binadrentwicklung nicht eindeutig sein sollte, wihlen wir die Entwicklung, die
mit unendlich vielen Nullern endet.

Nun setzen wir in der gegebenen Gleichung n = 2% und n = 2*~! und erhalten

k k
i=1 i=1
k—1 k-1
a(lebo + Z bZkal) = b<2k1a0 + Z ai2ki1> .
i=1 i=1

Die erste Gleichung fiir £ = 0 und die Differenz der ersten Gleichung und der verdoppelten zweiten
Gleichung fiir k£ > 1 ergibt
abk = bak (2)
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fiir £ > 0.

Wir betrachten im Weiteren drei Falle. Wenn eine oder beide der Zahlen a und b null sind, dann
ist die Originalgleichung klarerweise erfiillt. Wenn beide Nachkommaanteile null sind, dann sind beide
Zahlen ganz und die Originalgleichung ist erfiillt. Abschliefsend betrachten wir den Fall, in dem a, b # 0
gilt und es fiir ein £ > 1 eine Ziffer a; = 1 gibt. Die Gleichung zeigt, dass by nicht null sein kann, also
muss by = 1 sein. Damit wird die Gleichung zu a = b, was natiirlich eine Losung der Originalgleichung
ist. Der Fall, dass es ein b, = 1 gibt, verlduft analog.

Damit haben wir genau die Losungspaare erhalten, die in der Antwort angegeben sind.

Bemerkung. In dieser Losung wird implizit die allgemein giiltige Formel |2/z| — 2|2/~ 12| fiir die j-te Nachkom-
mastelle einer reellen Zahl x im Bindrsystem verwendet.

(Theresia Eisenkolbl) [

Lésung 1a. Die angegebene Gleichung hat, wie man unschwer iiberpriift, die in der Antwort zusammen-
gefassten Losungen.

Wir zeigen nun, dass es keine weiteren Losungen gibt. Dafiir setzen wir in der angegebenen Gleichung
n =2/ mit j > 0, also

a-|b-2|=0b-la-2’]. (3)

Angenommen, (a,b) wire ein Losungspaar, das nicht in der Antwort angefiihrt ist. Es sollen im Weiteren
A = |a] und B = |b] sein.

Wir zeigen nun mit Induktion, dass

|27 a]=2"-A und  [2-b]=2"-B  fiir j >0.
e Fiir j = 0 ergeben sich |a| = A, |b] = B und mit (3)) auferdem a- B =10 A.

e Es sollen nun |27 -a| =27 - Aund |27 -b| =27 - B fiir ein J > 0 gelten.
Daraus folgen unmittelbar 27 -4 <2/ -a <2/ -A4+1und 2/ -B<2/-b<2/-B+1.

e Fiir den Induktionsschritt ergeben sich daraus 271 - A < 2/*1. 4 < 2/+1. A 4+ 2 und 27! . B <
2711 p < 27F1 . B+ 2 also |27 -a] =27 A+ aund [277 0] =277 B+ B mit «, 8 € {0,1},
und laut (3)) auferdem a- (271 B+ B) =b- (2771 - A+ a). Wegen a- B=0b-Afolgt a-=10b-a.
Dies, a # 0, b # 0 und a # b ergeben sofort o = 5 = 0.

Damit ist der Induktionsbeweis erbracht.

Wir haben deshalb 2/ - A <27-a <2/ - A+1,dh. A<a<A+ 5, und in entsprechender Weise auch
B<b< B+ 2% fiir j > 0. Daraus folgen aber a = A and b = B, im Widerspruch zur Annahme, es gébe
noch eine weitere Losung.

(Walther Janous) [

Lésung 2. Es seien a = A+ 2z und b= B+y mit A, B € Z und z, y € [0,1). Wegen der Symmetrie der
Gleichung diirfen wir 0. B.d. A. y > x annehmen.

Damit wir uns spéter weniger Sorgen um Divisionen durch 0 machen miissen, iiberlegen wir zuerst
Folgendes: Im Fall von = = 0 in der geforderten Gleichheit folgt fiir n = 1, dass

A-|B+y|=(B+vy)-|A] < A-B=B-A+y-A < Ay=0.

Also muss A = 0 oder y = 0 gelten. Fiir A = 0 kénnen wir leicht iiberpriifen, dass a = A+ 2 =0 und b
beliebig immer die Gleichung erfiillen. Fiir y = 0 {iberpriifen wir ebenso leicht, dass alle Paare (a, b) mit
a, b € Z Loésungen sind. Aus Symmetriegriinden ergeben sich auch die Losungen a beliebig und b = 0.



Es soll ab jetzt x, y > 0 gelten. Wir setzen zunéichst die Ausdriicke fiir ¢ und b ein und multiplizieren
aus:

(Atz)- [n(B+y)| = (B+y)-[n(A+z)]
= (A+2z)- (Bn+ |ny]) = (B+y)- (An+ |nx])
= ABn + Bnx + Alny| + x|ny| = Bn+Any+BLn:BJ + y|nz]
= Bnz — Any + A|lny| — B|nz] + x|ny| — y|nz] =

Fir n = 1 ist [nz| = 0 und |ny] = 0 und wir erhalten Bz = Ay. Daraus folgt fiir alle n, dass
Bnx — Any = 0. Die verbleibende Gleichung multiplizieren wir mit x (# 0) und setzen danach Bx = Ay
ein:

Alny] = Blnx] + z[ny| —y|nz] =0
— Az|ny| — Br|nz| + 2*|ny| — 2y|nz| =0
= Az|ny| - Aylnz| + 2*|ny| - ay|na] =0
— (A+z)(z[ny] —ylnz]) =0
Es gilt A+ x # 0, also muss
z|ny| = y|nz| (4)

fiir alle n gelten.

Da x, y > 0 sind, gilt fiir ein ausreichend grofes n, dass |ny| > 0 (fiir jedes n > %) Es sei N
diejenige Zahl, fiir die [(N — 1)y| = 0 und |Ny| > 0 gelten. (Diese ist eindeutig und existiert, da |ny|
monoton steigend ist und fiir n = 1 gleich 0 ist.)

Wir behaupten, dass | Ny| = 1. Wére ndmlich | Ny| grofer als 1, so wire Ny > 2, aber (N —1)y < 1,
also miisste Ny — (N — 1)y > 1 und damit y > 1 gelten, im Widerspruch zur Definition von y.

Nun betrachten wir, welche Werte | Nz| haben kann. Aus 0 < z < y folgt unmittelbar 0 < [Nz| <
[Ny| =1.

e Fiir [Nz| = 0 erhalten wir aus (4) mit n = N, dass -1 = y - 0 gelten muss, also z = 0, im
Widerspruch zur Voraussetzung = > 0.

e Fiir [Nz| =1 erhalten wir z - 1 =y - 1, also = y. Wegen Bz = Ay folgt daraus A = B. Es ist
offensichtlich, dass alle Paare (a,a) mit a € R tatséichlich Losungen sind.

(Birgit Vera Schmidt) O

Lésung 3. Fiir a = 0 oder b = 0 ist die Gleichung klarerweise erfiillt. Deshalb soll fiir das Weitere gelten,
dass a und b ungleich null sind. Wenn n hinreichend grof ist, sind die ganzen Zahlen |an]| und |bn]

auch ungleich null. Folglich ist
a  lan]
b |bn]
eine rationale Zahl, die wir in gekiirzter Form als £ mlt teilerfremden p, g € Z darstellen.
Damit haben wir fiir alle n > 0, dass

p-lbn| =q- |an]. (5)

Wir behandeln zuerst den Fall, dass eine der beiden Zahlen ganz ist, 0. B.d. A. sei das a. Wir zeigen,
dass dann auch b ganz sein muss, was dann natiirlich immer eine Losung ist. Dazu verwenden wir das
folgende Lemma.

Lemma. Seien z und c reelle Zahlen mit |xn| = cn fiir alle n € N. Dann ist = eine ganze Zahl.
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Beweis des Lemmas: Mit n = 1 erhalten wir ¢ = |z] und damit |(x — [z])n] = 0. Wenn =z
nicht ganzzahlig wére, dann wére die Differenz x — || aber positiv und nach Multiplikation mit
hinreichend groffem n grofer als 1, was einen Widerspruch ergibt. "

Mit diesem Lemma erhalten wir fiir ganzzahliges a sofort, dass wegen |bn]| = 2-q-nfiralleneN
auch b ganzzahlig ist, wie behauptet.
Seien also ab jetzt a und b keine ganzen Zahlen. Weil p und ¢ laut Definition teilerfremd sind, ergibt
sich aus (B]), dass p die Zahl |an] fiir jede positive ganze Zahl n teilt.
Wegen
an —1 < |an] < an

und
an+1)—1<]a(n+1)] <a(n+1)

erhalten wir
la(n+1)| — lan] <a+1

und
la(n+1)] — |an] > a—1.

Deshalb kann die Differenz [a(n + 1)] — |an| nur zwei Werte annehmen, ndmlich |a] oder [a]. Man
beachte, dass dies zwei aufeinanderfolgende ganze Zahlen sind. Die Differenz muss fiir alle n durch p
teilbar sein. Wenn nur einer der beiden Werte als Differenz d auftritt, dann gilt |an| = |a-0| +dn = dn,
was nach dem Lemma sofort einen Widerspruch zur Nichtganzzahligkeit von a ergibt. Also muss p zwei
aufeinanderfolgende ganze Zahlen teilen und ist somit +1. Analog gilt ¢ = +1. Daraus erhalten wir
a = b oder a = —b. Der Fall a = b ist klarerweise eine Losung.

Fiir a = —b erhalten wir jedoch mit n = 1, dass

was fiir nichtganzzahliges a falsch ist. Somit gibt es keine weiteren Losungen.
(Stephan Wagner) U
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