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KAPITEL 1

Basismethoden

1.1 Aquivalenzumformungen

Ahnlich wie bei Gleichungen darf man auch bei Ungleichungen mit beiden Seiten der Un-
gleichung dasselbe "tun”, ohne dass sich etwas an der Giiltigkeit &ndert. Bei Ungleichungen
miissen wir aber zuséatzlich auf die Richtung des Ungleichheitszeichens aufpassen.

Umformungen, bei denen sich der Wahrheitswert der Ungleichung oder Gleichung nicht
verindert, nennt man Aquivalenzumformungen. Folgende Aquivalenzumformungen gibt es
(ohne Anspruch auf Vollstédndigkeit):

Addieren oder Subtrahieren eines Terms

Multiplizieren mit einem positiven Term

Multiplizieren mit einem negativen Term und Umkehren des Ungleichheitszeichens
Quadrieren, falls die Terme auf beiden Seiten sicher positiv sind

Whurzelziehen, falls die Terme auf beiden Seiten sicher positiv sind

Potenzieren mit einer ungeraden natiirlichen Zahl

Potenzieren mit einer geraden natiirlichen Zahl, falls die Terme auf beiden Seiten
sicher positiv sind

Allgemein: Anwenden einer streng monoton steigenden Funktion auf beide Seiten
oder

Anwenden einer streng monoton fallenden Funktion auf beide Seiten und Umkehren
des Ungleichheitszeichens

Ublicherweise schreibt man hinter einem Schriigstrich an, welche Umformung man

anwendet.

Beispiel 1.1. Man zeige fiir x € RT:

2
3
<+ <r-1
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Losung.
2
3
_ <z-1 ‘-—2 —
22 +3> 2242 \—2 —
x2+12—2$ ’—I—Q:L’ <—

2+ 4+1>0 —
(z+1)2>0

Dies wiirde, wie wir gleich sehen werden, sogar fiir alle x € R gelten. Wir wollen es in
diesem Beispiel aber sowieso nur fiir positive x zeigen, fiir die die letzte Zeile trivialerweise
stimmt. 0

1.2 Kehrwert

Eine oft verwendete Aquivalenzumformung, das Bilden des Kehrwertes, sei nun noch
einmal genauer beschrieben.

Satz 1.1. Seien f(x1,x2,...) und g(x1,x2,...) Ausdricke in den Variablen xi,xo,. ..
und gelte f(x1,x2,...) >0 und g(x1,22,...) > 0. Dann ist die Ungleichung

flxy,xe,...) < g(z1,22,...)
aquivalent zur Ungleichung

1 S 1
flxi,z0,...) — glzr,z0,...)

Beispiel 1.2. Fiir welche z,y € RT gilt

T o Y
z4+1 " y+1

Léosung. Da x,x + 1,y,y + 1 und somit auch ;77 und ﬁ alle positiv sind, ist die
Ungleichung dquivalent zu

1 1
T+ 23/4—
z Y

1 1
1+->1+4- S RN
y

1
> =
)

K|—= 8

% und % sind wiederum beide positiv, somit ist diese Ungleichung dquivalent zu
<y,

Die Ungleichung gilt also fiir alle Paare (z,y) mit = < y. O



1.3 Zerteilen von Summen und Produkten 3

1.3 Zerteilen von Summen und Produkten

Anstatt die gesamte linke mit der gesamten rechten Seite zu vergleichen, geniigt es
manchmal, einzelne Teile von Summen oder Produkten nacheinander zu vergleichen.

Satz 1.2. Gelte

algb17
QQSbQ7

an < b, .

Dann gilt auch
aipt+az+---+ap <by+byt+--+by .
Sind die a; und b; positiv, gilt auferdem

aras - an < biby---b, .

1.4 22 >0

Die wichtigste Ungleichung, auf die [so gut wie] alle anderen letzten Endes zuriickgefiihrt
werden konnen, ist folgende:

Satz 1.3. Seixz € R, dann gilt
z2>0. (1.1)
Gleichheit gilt genau fir x = 0.
Satz 1.4. Seien ay, a9, ...,ay reelle Zahlen. Dann gilt
n
> ai>0. (1.2)
i=1

Fiir uns bedeutet das, dass wir Ungleichungen l6sen kénnen, indem wir sie in diese Form
iiberfithren.

Beispiel 1.3. Man zeige: Fiir alle reellen a,b gilt:

1 1
a2+a2+b2+—2-<

b
= “+)zo

b a

Lésung.

1 1 a b 1 2 1 2
2, * 2, - o (L2 )V (Z_ s >
a+a2—|—b + 53 (b+a) (a b) +<b a) >0

laut Satz 1.4. O
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1.5 Basisungleichungen

Einige wichtige Ungleichungen kann man sich direkt aus dieser grundlegendsten aller
Ungleichungen herleiten:

Ungleichung fiir Gleichheit bei
a+1>2/a a €RT a=1
g4+2>2 a,beRT a=b
z+1>2 z €RT r=1
(a+b)(t+1)>4 a,b € RT a=1b
(a+b)(b+c)(c+ a) > 8abe a,b,c € Rt a=b=c
a2+ b2+ >ab+be+ca a,b,c € R a=b=c
(a+b+c)? >3(ab+bc+ca) abceR a=b=c
3 +v*+A)>(a+b+c)? abceR a=b=c
Via+e)b+d) >Vab++Ved apbedeR" be = ad
Etm>itg abeRT a=b
%4—2%2 (2122 ab€eR, z,y e RT %:5
m;y >y z,y € R T=y
2(2* +9%) > (z+y)? z,y €R r=y
§+§zf4y x,y € RY rT=y

Ebenfalls noch erwdhnenswert ist die folgende Ungleichung:

Satz 1.5. Seien ai,as,...,a, € R und x1,x2,...,7, € RT. Dann gilt
2 2 2 2
a a a a a ot a
oL % % (it dt n) (1.3)
Ty T2 T r1t+az2+ -+ an

Die Herleitung sei dem geneigten Leser zur Ubung iiberlassen. Wichtig fiir uns ist, dass
wir Ungleichungen beweisen kénnen, indem wir sie auf eine dieser einfachen Ungleichungen
zuriickfiihren.

1.6 Verscharfen und Abschwachen

Paradoxerweise kann es manchmal leichter sein, eine ”schwerere”, also genauere (=schérfe-
re), Ungleichung zu beweisen. In so einem Fall spricht man von Verschiarfung. Mathematisch
ausgedriickt:

Satz 1.6. Sei f(x1,x9,...) < g(x1,x2,...) die zu beweisende Ungleichung, wobei f und g
beliebige Ausdriicke in den Variablen x1, o, ... sind, und gelingt es uns zu beweisen, dass
fir einen Ausdruck h(x1,x2,...) die Doppelungleichung

f(z1,29,...) < h(x1,22,...) < g(z1,22,...)

gilt, so ist die Ungleichung bewiesen.
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Hinweis. Natiirlich gilt der Satz auch fiir >.

Meistens erhélt man eine solche Verscharfung, indem man eine Seite der Ungleichung
auf triviale Weise modifiziert, zum Beispiel durch Addieren eines mit Sicherheit positiven
Terms.

Beispiel 1.4. Man zeige fir positive a,b:
a2 —ab+1b>>0
Lésung. Man verschéirfe den Ausdruck, indem man von der linken Seite ab abzieht:
a? —ab+b* > a* —ab +b* — ab (Verschérfung)
=a? — 2ab+ b?
=(a—0)?>0  (laut 1.3)
Dadurch, dass man die Aufgabe scheinbar schwieriger macht, kann man sie also sofort auf
die viel einfachere Aussage (a —b)? > 0 umformen, die trivialerweise aus Satz 1.3 folgt. [
Will man umgekehrt eine Ungleichung widerlegen, so kann man das tun, indem man sie
vereinfacht und trotzdem noch widerlegen kann. Mathematisch ausgedriickt:

Satz 1.7. Sei f(x1,22,...) < g(z1,22,...) die Ungleichung, die man widerlegen mdchte,
wobei f und g beliebige Ausdriicke in den Variablen x1,xo, ... sind. Nehmen wir an, es
gelingt zu zeigen, dass fir einen Ausdruck h(zy,x2,...) gilt

g(z1,22,...) < h(x1,29,...)

und dass es mindestens eine Art gibt, die Variablen x1,xo,... so zu wdhlen, dass
flz1,22,...) > h(z1,22,...) .

Dann ist die Ungleichung widerlegt.

Beweis. Angenommen, f(z1,x2,...) < g(x1,z2,...) wirde fiir alle Werte fiir xy, z2,. ..
gelten. Wir haben g(x1, xa,...) < h(z1,z2,...) bewiesen, daher wiirde auch f(x1,xg,...) <
h(x1, e, ...) gelten. Wir wissen aber, dass mindestens ein Gegenbeispiel dafiir existiert.

Widerspruch. ]
Beispiel 1.5. Man beweise oder widerlege fiir a € R:
1
0< a’®—a— -
a

Lésung. Behauptung: Die Ungleichung ist falsch. Es gilt trivialerweise die Abschwéichung,
dass
1 1 1
a?—a—--<ad>—a--+1= (a+> (a—1).
a a a
Fiir einige Werte, beispielsweise a = 0.5, ist (a + 2)(a — 1) < 0, und somit haben wir die
Ungleichung widerlegt. O

Achtung: Ein héufiger Fehler ist es, zuerst zu verschérfen und dann auf einen Widerspruch
zu fithren. Dies ist natiirlich nicht korrekt. Ebenso falsch ist es, etwas zuerst abzuschwé-
chen und die abgeschwéchte Form zu beweisen. Dies sagt nichts iiber die urspriingliche
Ungleichung aus.
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1.7 Vollstandige Induktion

Wie in vielen anderen Bereichen kénnen auch Ungleichungen mittels vollstadndiger Induktion
bewiesen werden. Das Prinzip derselben sei deshalb hier noch einmal wiederholt.

Die vollstdndige Induktion dient dazu, eine Behauptung, die in irgendeiner Form fir
alle natiirlichen Zahlen n gelten soll, zu beweisen. Jede vollstdndige Induktion besteht aus
zwei Schritten:

Induktionsbasis

Zunichst beweist man die Behauptung fiir kleine Werte von n. Dies kann mittels einer
beliebigen anderen Methode erfolgen; meist ist die Aussage fiir n < 3 reichlich trivial.

Induktionsschritt

Nun gilt zu zeigen, dass aus der Giiltigkeit der Aussage firn (,n—1,n—2,...,n— k) die

Giiltigkeit der Aussage fiir n+ 1 folgt. Grundsétzlich gilt: Wenn sich der Beweis der Aussage

fiir n 4+ 1 auf die Giltigkeit der Aussage fiir die k& néchstkleineren Werte stiitzt, so muss

man die Induktionsbasis auch fiir & aufeinanderfolgende Werte zeigen! (Die Annahme, dass

die Aussage fir n,n — 1,n —2,...,1 gilt, wird meist als Induktionsannahme bezeichnet.)
Es gibt im Wesentlichen drei Arten, den Induktionsschritt zu beweisen:

¢ Umformen der zu beweisenden Behauptung fiir n + 1 auf eine wahre Aussage.

o Umformen einer wahren Aussage (z.B. der Aussage fir n) zu der zu beweisenden
Aussage fiir n + 1.

e Umformen der linken Seite der zu beweisenden Behauptung auf die rechte Seite
durch Verwendung bewiesener Aussagen.

Beispiel 1.6. Man zeige fir alle n € N:
n? < nd

Lésung. Wir beweisen die Aussage durch vollsténdige Induktion.
Induktionsbasis: Fiir n = 1 gilt trivialerweise, dass 12 < 13.
Induktionsschritt:

(n+1)*=n*+2n+1 (ausmultiplizieren)
<nd42n+1 (Induktionsannahme fiir n)
<nd42n+1+3n%+n (Addition einer positiven Zahl)
=(n+1)3

O

Hinweis. Manchmal kann es einfacher sein zu zeigen, dass aus der Giiltigkeit fiir n — 1
die Giiltigkeit fiir n folgt. Dies ist nur eine Anderung der Notation und somit natiirlich
ebenfalls korrekt.
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Hinweis. Manchmal ist es notwendig (oder zumindest einfacher), die Giiltigkeit fir n 4 1
basierend auf der Giultigkeit fiir alle kleineren Werte 1,2...n zu zeigen. Auch dies ist
zuléssig.

1.8 Vorwarts-Rickwarts-Induktion

In manchen Féllen fithrt eine Abwandlung der vollstdndigen Induktion schneller zum

Erfolg. Beispielsweise kann es in manchen Féllen relativ leicht sein, eine Behauptung fiir

alle Potenzen von 2 zu zeigen, wahrend der direkte Induktionsschritt von n nach n + 1

sich als schwierig erweist. Kann man zusétzlich einen verkehrten Induktionsschritt von n

auf n — 1 beweisen, so ist die Behauptung ebenfalls fiir alle natiirlichen Zahlen bewiesen.
Die Vorwarts-Riickwérts-Induktion funktioniert folgendermafien:

e Man zeige die Aussage mittels normaler vollstdndiger Induktion fiir alle 2er-Potenzen,
also 1,2,4,...,2™,....

e Man beweise: Falls die Aussage fiir n gilt, gilt sie auch fir n — 1.

Hinweis. Im ersten Schritt kann man die Behauptung statt fiir 2er-Potenzen auch fiir
eine beliebige andere Folge zeigen, die beliebig grofle Zahlen enthélt (i.e. gegen oo strebt).
Typische Beispiele dafiir wiren beispielsweise Quadratzahlen oder Primzahlen.

Klassisches Beispiel fiir eine Vorwarts-Riickwérts-Induktion ist der Beweis fiir die
Arithmetisch-Geometrische Mittelungleichung (siehe 2.1). Wir wollen uns diesen Beweis
daher nun in allen Details anschauen:

Beispiel 1.7. Man zeige fiir alle n € N und alle z1,xs,...,7, € R:

T1+ T2+ -+ 2Ty
S n X1 To - T,
n
Losung. Wir beweisen die Ungleichung mittels Vorwarts-Riickwéarts-Induktion. Zunéchst
wollen wir die Behauptung fiir alle 2er-Potenzen zeigen.

Induktionsbasis: Fiir n = 1 ist die Behauptung trivial, fiir n = 2 gilt:

Ty + 12 !
12 22\/1‘13}2 "2 <~
2
T, + x2 > 2 /T179 ‘ <
m% + 2129 + ZL'% > 4xyx9 ‘ —drizy <—

1’%—21’1%’24-1‘% >0 <=
(x1 —22)% >0

Dies ist wahr laut Satz 1.3.
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Induktionsschritt: Als néchstes wollen wir zeigen, dass aus der Giiltigkeit fiir » und fiir
2 die Giiltigkeit fiir 2n folgt.

T1+ T4+ Ty + Tpy1 + -+ Top

2n
TytTot o FTn | Tnt1tTntot+Ton
— n n
2
r1+ro+ -+ xn Tppl HTpp2t+ o+ 22 . .

> \/ n, Int nt o (Induktionsannahme fiir 2)
n n

> \/ Yy -xg - Ty » Y Tpil - Ty - - Ton (Induktionsannahme fiir n)

o 2{L/$1 xQ-.---$n-x‘n+1.a’:n+2-.---l'2n

Damit ist die Aussage fiir alle 2er-Potenzen bewiesen.
Riickwartsinduktionsschritt: Nun gilt es nur noch zu zeigen, dass aus der Giiltigkeit fiir
n auch die Giiltigkeit fiir n — 1 folgt. Zu zeigen also:

T1+ T2+ 4+ Tp—1
n—1

T1+To4+Tn_1

Wir setzen x,, = T

. Es gilt praktischerweise:

+@ote T
e T U ™ S ek R

n n—1

Aus der Giiltigkeit der Behauptung fiir n folgt daher:

e
$1+$2+"‘+$n—1 1‘1+$2+"‘+$n_1+M

— n—1
n—1 n
1 1
1 (T +x2+ -+ Tp-1\" “n
> (gt (DERE )T (L
n—1
T14+ X0+ +Tp1\ yrye
( 1+ 2+ + nl) Z(xl.’lﬁ'zwn)% !
n—1
... _ L
1‘1+I2+ +$n 12(%1%2‘--1'”)”—1
n—1
Dies entspricht bereits der Aussage, die wir beweisen wollten. ]

1.9 Substitution

Ein anderer Trick besteht darin, Variablen geschickt so zu substituieren, dass die neue
Form einfacher zu handhaben ist. Obwohl es den einen oder anderen bekannten Trick gibt,
ist das Finden einer guten Substitution eine Frage der Erfahrung und Intuition.

Wichtig ist es zu beachten, dass mit den neuen Variablen weiterhin alle Falle abgedeckt
werden.
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1.9.1 Methode

Satz 1.8. Sei eine Ungleichung in den n Variablen x1,xo, ..., x, gegeben, die fiir alle
x1 € Di,x0 € Do,...,xy € D,

unter den Nebenbedingungen

fl(xl,:):g,...,:vn) =0
fz(xl,.l‘z,...,l’n) =0
fm(x17x27"‘7$n) =0

gezeigt werden soll.
Man wdhle k neue Variablen yi,ya,...,yr mit den Definitionsbereichen

Al €E17y2€E27"'7yk‘€Ek

und eventuell mit neuen Nebenbedingungen

gl(y17y2a" . 7yk) =0
92(y17y27" . 7yk) =0

gl(ylvaa" . 7yk) =0 s

sodass die alten Variablen als Funktionen der neuen ausgedriickt werden, d.h.

xr1 = $1(3/1»Z/2, s 7?/74:)
T2 =$2(y17?/2,~~7?/1~c)

In = xn(ylay%' . ayk)

Man setze fiir die x; nun die entsprechenden Funktionen ein und erhalte eine Ungleichung

in den Variablen y1,y2,...,yx. Falls diese Ungleichung gezeigt werden kann und falls fiir
jedes Tupel (x1,x2,...,xy), fir das die urspringliche Ungleichung gezeigt werden sollte,
giltige Werte fir y1,v2, - - ., Yr gefunden werden kinnen, die alle neuen Nebenbedingungen

erfiillen, dann ist die Ungleichung bewiesen.

Hinweis. Manchmal ist es offensichtlicher, die y; als Funktionen der x; anzuschreiben.
Solange man darauf achtet, fiir die y; die richtigen Definitionsbereiche zu wéhlen, ist das
in Ordnung.

1.9.2 Einige haufig verwendete Substitutionen

Ohne Anspruch auf Vollstandigkeit seien nun einige niitzliche Substitutionen erwéhnt. Im
Folgenden seien a,b,c,d,e oder x,y,z jeweils die Variablen der zu beweisenden Ungleichung,
und s,t,u,v,w die Variablen, mit denen substituiert wird.
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Sl

® ngay:%az:
e Fallszyz =1gilt: x =3, y=,, 2=
e x=s+t,y=t+u,z=u+s

HTH, y und z analog)

e x4+y=s,y+z=t, z+x =u (Man beachte: x =
e r=5+t,y=s5—1
o ¥ =g U =1t (Man beachte: x = s+t,y =5 —1t)
e x=s+7,y=t+1

st tu

e Falls z,y,2 > 0: 2 =%, y =", 2 =% (Man beachte: zy = t2, yz und zz analog)

e Falls eine Ungleichung gegeben ist, in denen a,b,c,d,e nur in den Ausdriicken

% g, % g, ¢ und Kehrwerten davon vorkommen, bietet sich folgende Substitution an:
a _gb_ypc_,d_,e_ 1
E_s’c_t’d_u’e =V e T stw

e Fallsz<y<ziy=z+s,z=x+ s+t mit s,t > 0.

e Falls0<z<y<ziy=sx,z=tzmit 1 <s<t.

1.10 Eine generelle Warnung

Bevor wir uns nun einige bekannte Ungleichungen ansehen, noch eine allgemeine Warnung;:
Jeder Satz hat gewisse Voraussetzungen. Bevor man sich auf einen Satz beruft, muss man
immer erst iiberpriifen, ob die Voraussetzungen dafiir iiberhaupt gegeben sind!
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Mittelungleichungen

Eine ganze Reihe von Ungleichungen behandelt die Relationen zwischen verschiedenen
Mittelwerten.

2.1 Harmonisches, Geometrisches, Arithmetisches und Quadratisches
Mittel
Definieren wir zunéchst die vier bekanntesten Mittelwerte:

Definition. Seien x1,z9,...,r, € R, dann bezeichnen wir

r1+x2+ -+ Ty
n

als arithmetisches Mittel (AM).

Definition. Seien z1,9,...,x, € RT, dann bezeichnen wir
1,42, s dn y

als geometrisches Mittel (GM).

Definition. Seien 1,9, ...,z, € RT, dann bezeichnen wir
n
1T, 1 1
ot Tty

als harmonisches Mittel (HM).

Definition. Seien x1,z9,...,z, € R, dann bezeichnen wir
af + a3+
n

als quadratisches Mittel (QM).



2.2 alpha-Mittel 12

Satz 2.1. (Mittelungleichung) Seien x1,x2, ..., o, € RT. Dann gilt
HM <GM < AM < QM . (2.1)
Gleichheit gilt jeweils genau fiir x1 = 9 = -+ = xyp.

Je nachdem, welchen Teil dieser Ungleichung man fiir einen Beweis verwendet, spricht
man von der arithmetisch-geometrischen, geometrisch-harmonischen, ... Mittelunglei-
chung.

Aus der arithmetisch-harmonischen Mittelungleichung kénnen wir uns noch sofort
folgende oftmals niitzliche Tatsache herleiten:

Satz 2.2. Seien x1,x9,...,7, € RT. Dann gilt
1 1 1
(—I—+~-—|—>(:L‘1+:E2+---—|—:En)2n2 (2.2)
I xI9 In
mit Gleichheit genau fir x1 =x9 = -+ = xp.

2.2 alpha-Mittel

Wir kénnen das Konzept der Mittelungleichungen auf allgemeinere Mittelwerte erweitern.

Definition. Seien x1,22,...,2, € RT und a € R4y. Dann bezeichnen wir

Q=

(x‘f—l—x%%—---—l—a}ﬁ)
n

als a-Mittel m,,.

Insbesondere gilt fiir die zuvor definierten Mittel: AM = my, QM = mo, HM = m_;.
Per definitionem gilt auflerdem GM = mg. Weiters kann man die Definition noch ergénzen
um m_e = min(zy, xa,...,&,) und me = max(zi, xo,...,oy). (Man kann zeigen, dass
diese drei zusétzlich definierten Werte entstehen, wenn man den Grenziibergang fiir «
gegen den entsprechenden Wert (0, —oo, 0o) berechnet.)

Hinweis. Es existieren fiir dieses Mittel die verschiedensten Bezeichnungen, unter anderem
k-tes Mittel, Mittel der Ordnung oder vom Grad k oder Mittel mit Exponent k. Und
manchmal, beispielsweise in der deutschsprachigen Wikipedia, wird ungeachtet sémtlicher
moglicher Missverstandnisse auch die Bezeichnung ,,Potenzmittel“ verwendet. (Die dafiir
am nihesten an die englischsprachige Bezeichnung ,power mean® heran kommt.)

Satz 2.3. Seien x1,22,...,T, € RT und seien o, 3 € R mit a < 3, und seien m, und
mg die dazugehorigen Mittel. Dann gilt

Moo <M < Mg < Mg (2.3)

Gleichheit gilt genau fiir x1 = x9 = -+ = xy.
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2.3 Gewichtete Mittel

Man kann bei der Berechnung eines Mittelwertes einigen der x;-Werte mehr Gewicht
geben als anderen. Indem man jedem x; ein positives Gewicht w; zuweist, entstehen die
sogenannten gewichteten Mittelwerte.

Definition. Seien z1,3,...,2, € RT und wy,ws, ..., w, € Rsg. Sei w = Y1 ; w;. Dann
definiert man das

o gewichtete arithmetische Mittel (gAM):

W1T1 + Wakg + -+ -+ + WpTy
w

(2.4)

o gewichtete geometrische Mittel (gGM):

o/ g (2.5)

o gewichtete harmonische Mittel (gHM):

w

- (2.6)
i Er o m
o gewichtete quadratische Mittel (gQM):
2 24 ... 2
\/wlxl + waoxj + + wnpxy, (2.7)
w
« gewichtete a-Mittel fir o € R (17q):
1
« fe . aN o
(wlxl + wox§ + - + wn:cn> (2.8)
w
Analog zu oben definieren wir zusétzlich: mg = gGM, M_o = min(x1, xo, ..., Ty)
und 7Mee = max(x1,x9,...,Ty).
Satz 2.4. Seien x1,xo,...,x, € RT mit den Gewichten wi,ws, ..., w, € Rsg, und seien
die gewichteten Mittel wie oben bezeichnet. Dann gilt
gHM < gGM < gAM < gQM . (2.9)
Gleichheit gilt genau fir t1 = x0 = -+ = xp.
Satz 2.5. Seien x1, %o, ...,x, € RT mit den Gewichten wi,ws, ..., w, € Rsg, und seien
a, B € R mit a < 8 und mqy und g die dazugehdrigen Mittel. Dann gilt
Moo < Mg < g < Mg (2.10)

Gleichheit gilt genau fiir x1 = x9 = -+ = xy.



2.4 Maclaurin-Ungleichung 14

2.4 Maclaurin-Ungleichung

Den Bereich zwischen arithmetischem und geometrischem Mittel kann man noch genauer
abschitzen mittels elementarsymmetrischer Polynome. Die entsprechende Ungleichung ist
benannt nach dem schottischen Mathematiker Colin MacLaurin (1698 - 1746).

Satz 2.6. (MacLaurin-Ungleichung) Seien x1,xa,...,x, € RT. Man definiere:

T1+ T2+ 4+ Ty

S1 =
n
> wi
1<i<j<n
Sg = ——F———
(2)
Z LiLjLL
1<i<j<k<n
Sy = —
(3)
Z LigTig * iy,
1< <o << <n
Sk = &

(%)

Sp = 1T Ty
Dann gilt:
S1 >8> /S3 > > /S, (2.11)

Fiir n = 4 bedeutet das beispielsweise:

Tty taztas \/x1x2 + 2123 + X104 + T2T3 + TaTa + T3T4
4 - 6
\g/:rlzvgxg + T1ToTa + T1X3T4 + T2T3T4
4

v

> /T1T2T3T4



KAPITEL 3

Ordnungsungleichung

3.1 Ordnungsungleichung (Umordnungsungleichung, Hauptsatz,
Rearrangement Inequality, Dagobert-Duck-Ungleichung, ...)

Nehmen wir an, es stehen drei Stapel mit einer ausreichenden Anzahl an 100-, 50- und
10-Euro-Scheinen zur Verfiigung. Dagobert Duck darf von einem Stapel 8 Scheine nehmen,
von einem anderen Stapel 4 und vom dritten Stapel 2 Scheine. Wie kann er die Ausbeute
maximieren?

Logischerweise wird man vom wertvollsten Stapel am meisten nehmen, und so weiter.
Dieses Prinzip kann man nun verallgemeinern:

Satz 3.1. (Ordnungsungleichung) Seien a; > ag > -+ > ap und by > by > -+ > b, zwei
Folgen reeller Zahlen, und sei ci,ca, ..., c, eine beliebige Permutation von by,by, ..., by.
Dann gilt

n n n
Zaibi > Zaici > Zaz’bnﬂ'ﬂ . (3.1)
i=1 i=1 i=1

Das Maximum wird also erreicht, wenn man jeweils die grofiten Elemente multipliziert,
dann die zweitgrofiten, und so weiter. Das Minimum erhdlt man umgekehrt, indem man
das gréfste Element der einen Folge mit dem kleinsten der anderen multipliziert, das
zweitgroffite mit dem zweitniedrigsten, et cetera.

Zumindest fiir das Maximum lasst sich der Satz auf mehr als zwei Folgen positiver reeller
Zahlen verallgemeinern:

Satz 3.2. Seien

xgl) > :1:%1)2 > xﬁf)
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G

k gleich sortierte Folgen positiver reeller Zahlen, und seien yi]) beliebige Permutationen
dieser Folgen. Dann gilt

>y >Zy1 eyt (3.2)

Das heifst das Mazximum wird erreicht, wenn man jeweils die grofiten Elemente multipliziert,
dann die zweitgroften, et cetera.

Wichtige Sonderfalle

Einige wichtige Sonderfille, die in Wettbewerbsaufgaben oft vorkommen, wollen wir nun
noch genauer betrachten.

e a?+b%+c? > ab+ be + ca: Beide Seiten kann man als Produkte der Folge {a,b,c}
mit sich selbst betrachten. Ungeachtet dessen, welche der Zahlen a,b,c am gréfiten
ist, wird bei a? + b? + ¢ auf jeden Fall die groBte Zahl mit der grofiten multipliziert,
die zweitgrofite mit der zweitgrofiten, und so weiter. Damit ist die Summe dieser
Produkte sicher grofier oder gleich als jede andere Art, die Elemente miteinander zu
multiplizieren, insbesondere die auf der rechten Seite der Ungleichung gegebene Art.
Das Prinzip lasst sich natiirlich auf mehr als 3 Zahlen erweitern.

e Seia>0b>c>d fiir a,b,c,d € RT. Dann ist 1 % S % Daraus folgt sofort,
dass das Maximum fiir die Folgen {a,b,c d} und {a, 3,1,1} bel 2454 ¢4 9 erreicht
wird. Das Minimum ist bei § + 7 by c c + 4 g=1+1+1+1=4 errelcht. Jede andere
Reihenfolge liegt irgendwo dazwischen. Insbesondere haben wir damit auch gezeigt,
dass § + g + g+ g > 4. Auch dieses Prinzip lédsst sich adaptieren fiir mehr oder
weniger als 4 Zahlen. Fiir 2 Zahlen erhalten wir zum Beispiel genau die bereits

. b
bekannte Ungleichung § + 2 > 2.

e Die Tatsache, dass a,b,c,d und (11, 7 C, 3 L ungeachtet der GroBenverhiltnisse der Zahlen

immer entgegengesetzt geordnet sind, konnen wir nutzen, um zum Beispiel zu zeigen,
dass & —|— ~+ 5 —I—d >cH—IH—c—I—dfuralleabcdeR+

3.2 Tschebyscheff-Ungleichung

Benannt nach dem russischen Mathematiker Pafnuti Lwowitsch Tschebyscheff
(MadHyTWA T eBoBKHY HebBIWAE, 1821-1894) gilt der folgende Satz, den man nach dem
Ausmultiplizieren mittels der Ordnungsungleichung leicht beweisen kann:

Satz 3.3. (Tschebyscheff-Ungleichung) Seien a1 > as >+ > ap und by > by > -+ > b,
zwei Folgen reeller Zahlen.Dann gilt

Zaibz’ > % (Z ai) <Z bi) > Zaibn—i—i-l . (3.3)
i=1 i=1 i=1 i=1

Hinweis. Durch Umordnen der Summen folgt sofort, dass der Satz auch fiir zwei aufsteigend
sortierte Folgen gilt.
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Cauchy-Schwarz-Ungleichung

Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung, die manchmal auch Cauchy-Schwarz-Buniakowsky- oder
einfach nur Cauchy-Ungleichung genannt wird, ist ein weiteres wichtiges Hilfsmittel beim
Loésen von Ungleichungsaufgaben.

Satz 4.1. (Cauchy-Schwarz-Ungleichung) Seien ai,as,...,a, und by, by, ... b, reelle
Zahlen. Dann gilt

<§n:1 aibi>2 < (f:l a§> (f:l b?) . (4.1)

Gleichheit gilt genau fiir ‘g—ll = ‘;—; = =3

Daraus lassen sich sofort folgende weiteren Ungleichungen herleiten:

Vaiby + Vagby + - + anbng\/(al+a2+---+an)(bl+b2+---+bn)

(4.2)

(a1 +az+---+ap)? a1  ap an
e 4.3
arby + agba + - +apb, ~ b1 by bn (4.3)

1 a1 as an>2 ai as Gnp,
A2y 2, T 4.4
a1+a2+-~-+an<b1+b2+ ) SRttt TR 44
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Ungleichungen als Funktionen

Im Grunde genommen kann man jede Ungleichung als Funktion in den entsprechenden
Variablen sehen. Nun gibt es einige Sitze, die darauf beruhen, mit diesen Funktionen zu
arbeiten.

5.1 Monotonie

Betrachten wir zunachst Funktionen mit nur einer Variablen.

Definition. Eine Funktion f(z) heifit monoton steigend (fallend), wenn aus = > y folgt,
dass f(x) > f(y) @ < swy. Ist die Ungleichung strikt, d.h. f(z) > f(y) <@ < sw), SO
sagt man, dass die Funktion streng monoton steigend (fallend) ist.

Wenn eine Funktion diese Eigenschaft nur in einem gewissen Bereich erfiillt, so sagt
man, dass die Funktion in diesem Bereich [streng] monoton steigend (fallend) ist.

Satz 5.1. Sei f(x) im Bereich [a,b] monoton steigend. Dann gilt fir alle x € [a,b]
f(a) < f(a) < f(b) . (5.1)
Analog kann man natirlich auch monoton fallende Funktionen abschdtzen.
Diese Abschitzung kann manchmal sehr niitzlich sein. Ein einfaches Beispiel:

Beispiel 5.1. Man zeige fiir a,b € R*:

a  b\?3
24+ 2) >8
(G+2) 2
Lésung. Die Funktion f(z) = 3 ist iiberall monoton steigend. Es gilt bekanntlich %+g > 2.
Wegen der Monotonie folgt sofort:

f(2) Sf(Zer)

a

8§f<2+2)
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Noch zwei kurze Hilfssdtzchen (die fir monoton fallende Funktionen analog gelten und
der Ubersichtlichkeit halber nur in einer Richtung angegeben werden):

Lemma 5.2. Sei f(x) in einem Bereich [streng] monoton steigend. Dann ist —f(x) in
diesem Bereich [streng] monoton fallend. Ist f(x) in dem Bereich zusdtzlich tiberall positiv,
dann ist ﬁ ebenfalls [streng] monoton fallend.

Lemma 5.3. Seien f(x) und g(x) in einem Bereich [streng] monoton steigend. Dann ist
auch f(z)+ g(x) in diesem Bereich [streng] monoton steigend. Sei c € RT eine Konstante,
dann ist cf(x) ebenfalls [streng] monoton steigend, und (—c)f(x) [streng] monoton fallend.

Monotonieverhalten bestimmen

Das Bestimmen des Monotonieverhaltens erfolgt entweder durch expliziten Beweis oder tiber
Berechnung der ersten Ableitung. Letzteres wird dem einen oder anderen aus der Schule
bekannt sein. Grundsétzlich gibt es keine Wettbewerbsaufgaben, fiir die es notwendig ist,
Ableitungen berechnen zu kénnen, aber wenn man es schon gelernt hat, ist es sicherlich
niitzlich.

Satz 5.4. Sei f(x) im Intervall [a,b] differenzierbar. Dann ist f(z) genau dann monoton
steigend im Bereich [a,b], wenn

flx) =0

fir alle x € [a,b] gilt. Ist die Ungleichung strikt, so ist die Funktion sogar streng monoton
steigend. Analog ist die Funktion natirlich fallend, falls der Wert der Ableitung negativ ist.

Wir wollen uns die direkte Methode nun anhand eines Beispiels anschauen:

Beispiel 5.2. Man zeige fiir z > 1,2z € R*:

1
3:2+3:r—|—2——25
T

Lésung. Behauptung: Die Funktion f(z) = %+ 32z 42— 1 ist im Bereich (0, c0) monoton
steigend. Um dies zu beweisen, zeigen wir: Wenn x < y, dann gilt auch f(z) < f(y). Sei
nun also 0 < z < y. Zu zeigen:

2 1 2 1
T3 +2-—<y +3y+2—- -
T y
Wir vergleichen die Teile der Summe einzeln:
x? <y
3z < 3y
2<2
—1/xz < —1/y

Diese vier Ungleichungen sind trivialerweise wahr, und somit ist auch die Ungleichung fiir
die Summe bewiesen. Da die Funktion streng monoton steigend ist und x > 1 sein soll, gilt

(1) < flz)
5§f(x)::v2+3:n+2—%

und die Ungleichung ist bewiesen. O
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Bekannte Funktionen

Das Monotonieverhalten einiger bekannter Funktionen:
o f(x)=x"ist

— im Bereich (0, 00)
x fiir a > 0 streng monoton steigend
* fiir @ = 0 konstant 1
* fiir & < 0 streng monoton fallend

— fiir @ = 2n,n € N im Bereich (—o0,0) streng monoton fallend

— fiir « =2n+ 1,n € N im Bereich (—o00, 00) streng monoton steigend

— ... und fiir die meisten anderen Félle kompliziert.
o f(z) =1 ist auf (—00,0) und (0,00) streng monoton fallend und in 0 undefiniert

. F(@) = o] ist
— im Bereich [0, 00) streng monoton steigend

— im Bereich (—o0, 0] streng monoton fallend

5.2 Minima und Maxima

Definition. Sei f(z) eine Funktion auf dem Definitionsbereich D und sei 9 € D ein
Wert, sodass fiir alle anderen x € D die Ungleichung

f(@) < f(xo)

gilt, so nennt man x( ein (globales) Maximum. Gilt

f(@) = f(zo)
fir alle © € D, so spricht man von einem (globalen) Minimum.

Wie man Minima und Maxima bestimmt, ist ebenfalls eher Schul- als Olympiadenstoff,
und wird im Normalfall fiir keine Aufgabe vorausgesetzt. Wer schon ableiten kann, kann
dieses Wissen aber natiirlich einsetzen.

Von einem Sonderfall, der Parabel, kann man das Minimum oder Maximum relativ
leicht bestimmen:

Satz 5.5. Sei f(x) = ax?® + bz + ¢ fiir a,b,c € R. Dann liegt der einzige Extremwert bei
T = —%. Fiir a > 0 handelt es sich um ein Minimum, fir a < 0 um ein Mazimum.
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5.3 Konvexe und konkave Funktionen

Neben der Steigung kann man sich bei einer Funktion auch noch dafiir interessieren, wie
sie gekrimmt ist.

Definition. Eine Funktion heift konvex im Intervall [a,b], wenn fiir alle x,y € [a,b] und
alle t € [0,1] gilt:

tf(z)+ (L =1)f(y) = f(tz + (1 = t)y)
Ist die Ungleichung strikt, so sagt man, dass die Funktion streng konvex ist.

Einfach ausgedriickt bedeutet das: Wahlt man zwei beliebige Punkte (x,f(z)) und
(y,f(y)) auf der Kurve, dann ist die direkte Verbindungslinie zwischen den beiden Punkten
an jeder Stelle hoher als der Funktionswert.

Definition. Ersetzt man in der obigen Definition das > durch ein <, so erhélt man die
Definition einer konkaven Funktion.

Es gelten einige einfache Sétze fiir konvexe und konkave Funktionen:

Lemma 5.6. Sei f(z) auf dem Bereich [a,b] konvez, dann ist — f(x) auf demselben Bereich
konkav (und umgekehrt).

Lemma 5.7. Seien f(z) und g(z) auf dem Bereich [a,b] konvez, dann ist f(x)+ g(x) auf
dem Bereich ebenfalls konvex. Sei c € RT eine Konstante, dann ist cf(x) ebenfalls konvex
und (—c) f(x) konkav. Analoges gilt natirlich fir konkaves f(x).

Satz 5.8. Fine tberall konvexe Funktion hat hochstens ein lokales Minimum und kein loka-
les Mazimum. Eine tiberall konkave Funktion dagegen hat héchstens ein lokales Mazimum
und kein lokales Minimum.

Fiir uns bedeutet das: Haben wir ein lokales Maximum oder Minimum einer konkaven
bzw. konvexen Funktion gefunden, brauchen wir nicht mehr nach weiteren Extremwerten
zu suchen. (Ein lokales Maximum bzw. Minimum ist ein solches, das grofer bzw. kleiner
ist als alle anderen Funktionswerte in einem kleinen Bereich.) Gelingt es uns beispielsweise
bei einer (auf dem gesamten Bereich) konvexen Funktion zu zeigen, dass f(2) kleiner ist als
f(z) fir alle z € [1,3], dann ist f(2) der kleinste Wert, der von der Funktion im gesamten
Bereich (—o0,00) angenommen wird.

Zu konvexen Funktionen gibt es viele interessante Sétze, etwa den folgenden:

Satz 5.9. Sei f(x) eine im Bereich [a,b] konvexe Funktion und seien a < 1 < x2 < -+ <
Ton+1 < b reelle Zahlen. Dann gilt

f(x1) = f(wa) + f(x3) == fw2n) + f(wont1) = flx1 —v2+ 23— — T2+ Tont1) -
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Kriimmungsverhalten bestimmen

Wie das Monotonieverhalten kann man auch das Kriimmungsverhalten theoretisch di-
rekt beweisen. Praktisch ist das aber meistens doch recht aufwéndig. Falls man schon
differenzieren kann, gibt es eine deutlich einfachere Methode:

Satz 5.10. Sei f(z) im Intervall [a,b] zweimal differenzierbar. Dann ist f(x) genau dann
konvex im Bereich [a,b], wenn

f'(x) =0

fiir alle x € [a,b] gilt. Ist die Ungleichung strikt, so ist die Funktion sogar streng konvez.
Analog ist die Funktion natirlich konkav, falls der Wert der zweiten Ableitung negativ ist.

Bekannte Funktionen

Ebenso wie beim Monotonieverhalten kann man sich auch bei der Kriimmung auf einige
bekannte Funktionen berufen:

o f(z)=a"ist

— im Bereich (0, c0)
* fiir a > 1 streng konvex
* fiir @« = 1 konvex und konkav (linear)
* fiir 1 > o > 0 streng konkav
* fiir & = 0 konvex und konkav (konstant 1)
* fiir a < 0 streng konvex

— fiir @« = 2n,n € N5 im Bereich (—o0, o) streng konvex

— fiir « = 2n+ 1,n € N im Bereich (—o00,0) streng konkav
 f(z) =1 ist auf (—o00,0) streng konkav und auf (0, 00) streng konvex

o f(z) =|z| ist im Bereich (—o0, c0) konvex

5.4 Jensen-Ungleichung

Nun, da wir all diese Grundlagen definiert haben, konnen wir endlich zum fiir uns eigentlich
interessanten Teil kommen, der nach dem danischen Mathematiker Johan Ludwig William
Valdemar Jensen (1859-1925) benannten Ungleichung.

Satz 5.11. (Jensen-Ungleichung) Sei f(x) konvex im Intervall [a,b] und seien 1,2, ..., x, €
[a,b] mit Gewichten ty,ta, ..., t, € [0,1] sodass t1 +ta + -+ t, = 1. Dann gilt

tif(xr) +taf(xa) + -+ tnf(zn) > f(tixr +taza + - + thxy) -

Wenn f(x) konkav ist, muss man das Ungleichheitszeichen umdrehen. Gleichheit gilt genau
fiir 11 = xo = --- = xy, (oder natiirlich firt; = 1,to =t3 =--- =t, =0, oder fir eine
lineare Funktion).
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5.5 Homogene Ungleichungen

Zuletzt betrachten wir noch eine Gruppe von besonderen Funktionen.

Definition. Sei f(z1,x9,...,z,) eine Funktion in den Variablen x1, z9, ..., 2,,. Man nennt
die Funktion homogen vom Grad r, falls fiir ein (fixes) 7 € R und alle ¢t € R gilt

fltxy, teg, ... tey) =t f(x1,22,. .., 2p) -

Fiir uns haben homogene Funktionen eine niitzliche Eigenschaft: Nehmen wir an, wir
wollen f(x1,x2,...,2,) > 0 zeigen, und f ist homogen. Dann diirfen wir entweder eine
Variable frei (aber ungleich 0) wéhlen, oder einem bestimmten homogenen Ausdruck in
den Variablen x1,xs,...,x, einen beliebigen Wert zuweisen, beispielsweise die Summe
oder das Produkt gleich 1 setzen. Es muss dabei allerdings immer sichergestellt sein, dass
fiir jede Wahl der Variablen x1, xs,...,x, ein Wert ¢t gefunden werden kann, sodass die

Werte oy = 4, o = 22, .., 2], = 22 die neue Nebenbedingung erfiillen.
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Symmetrische und Zyklische Ungleichungen

6.1 Notation

Viele Ungleichungen sind symmetrisch oder zyklisch in den auftretenden Variablen. (Das
liegt nicht unbedingt daran, dass solche Ungleichungen in der Natur so hdufig vorkommen,
sondern daran, dass sie als Wettbewerbsangaben als hiibscher empfunden werden als vollig
aus der Luft gegriffen wirkende Angaben.)

Ein Ausdruck heiffit symmetrisch, wenn man die Variablennamen darin beliebig permu-
tieren kann. Wenn nur eine Vorwértsvertauschung moglich ist, nennt man den Ausdruck
zyklisch.

Um sich Schreibarbeit zu ersparen, fithrt man folgende Notationen ein:

Definition. Sei P(x1,x2,...,2,) ein Ausdruck in den Variablen zi,zs,...,x,. Dann
bezeichnet

Z P(z1,29,...,2,) = Z P(zi, @iy, .., x4,)

sym(x1,22,...,Tn) (41,i2,..-,in ) Permutation von (1,2,...,n)

die Summe aller symmetrischen Vertauschungen, und

n
Z P(xla L2, .. ,.Tn) = Z P('r(l—i-k mod n)s L (24+k mod n)s - + + 3 T (n+k mod n))
k=1

cyc(z1,22,...,Tn)

die Summe aller zyklischen Vertauschungen. Falls klar ist, fiir welche xq, x2, ..., x, sym-
metrisch oder zyklisch vertauscht werden soll, kann man die genauere Definition in der
Klammer nach sym bzw. cyc weglassen.

Fiir drei Variablen bedeutet das beispielsweise:

sym(z,y,2)

Z P(z,y,z) = P(z,y,2) + P(y,z,z) + P(z,2,y)
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Ein paar noch konkretere Beispiele:

Z xyz = xyz + 2y + yrz + yzx + zxy + 2yxr = 6xyz

sym

Z TYz = xyz + yza + zxy = 3ryz

cyc

Z Y =Y +ITZ+Yr +yz + z2x + 2y
sym(z,y,2)

Z Ty =2y +yz + z2x
Cyc(x7y7z)
6.2 Ungleichung von Schur

Der Mathematiker Issai Schur (1875-1941) hat folgenden Satz bewiesen:

Satz 6.1. (Ungleichung von Schur) Seien x,y,2 € RT. Dann gilt fiir jedes r € R:

Z 2 (x—y)lx—2) >0

eye(z,y,2)

Daraus folgen folgende Sonderfélle:

Z z(z—y)(x—2)>0 (6.1)

cyc(w,y,%)
Seyz+ 2 +yd + 23 > Z (z%y + zy?) > 2 Z (a:y)% (6.2)
cye(z,y,z) cyc(z,y,z)
wyzz (@+y—z)(@+z-y)y+z—2) (6.3)
Z ot + Z alyz <2 Z zy? (6.4)
eye(a,y,2) cye(@,y,2) eye(a,y,z)

6.3 Muirhead-Ungleichung

Wenn einem gar nichts Besseres mehr einféllt, kann es manchmal helfen, auf Ungleichungen
mit brutaler Gewalt loszugehen. Bevor man wirklich alles ausmultipliziert und zu kiirzen
anfangt, kann man es eventuell noch mit der (vermutlich) nach Robert Franklin Muirhead
(1860 - 1941) benannten Methode versuchen.

Definition. Seien 1,29, ...,7, € RT und sei a = (a1, as,...,a,) mit aj,as,...,a, € R,
dann bezeichne
[a]:i Z malxa2___xan
n! 1 +2 n

sym(T1,22,...,Zn)

das sogenannte a-Mittel (nicht zu verwechseln mit dem frither definierten a-Mittel).
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Insbesondere entspricht a = (1,0,0,...,0) dem arithmetischen Mittel und a = (%, %, e %)
dem geometrischen Mittel.
Definition. Seien a = (a1, as9,...,a,) mit ag > az > -+ > a, > 0 und b = (by,ba,...,by)

und by > by > --- > b, > 0. Dann definieren wir

a>b,
falls
Sa=3n
=1 i=1
und

k n
dai =) bi  firallel<k<n
i=1 =1

erfullt sind.

Satz 6.2. (Muirhead-Ungleichung) Sei a = (a1, az,...,ay) mit ay > ag > -+ > ap > 0
und b= (b1,ba,...,by) und by > by > -+ > b, > 0. Dann gilt

[a] > 0] =

ai a2 a b1 _ba b

> Ty T Ty 2 > R R
sym(T1,22,..,%n) sym(x1,22,...,Tn)
fiir alle x1,x9,...,2, € RT

genau dann, wenn
a>b

Gleichheit gilt nur dann, wenn a1 = by, a0 = ba,...,a, = b, oder wenn x1 = xo = -+ = Ty,.
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Weitere wichtige Ungleichungen

Zu guter Letzt wollen wir noch einige weitere bekannte Ungleichungen kennenlernen.

7.1 Bernoulli-Ungleichung

Benannt nach dem schweizer Mathematiker Daniel Bernoulli (1700-1782).

Satz 7.1. (Bernoulli-Ungleichung) Sei x € R, x > —1 und x # 0, und sei o € Ry. Dann
gilt

14+2)*>1+ax fiir oo < 0 oder o > 1
1I+2)*<1l+ax fir0<a<1

Fir a =0 und o =1 gilt trivialerweise Gleichheit.

7.2 (Spezialfall der) Young-Ungleichung

Benannt nach dem britischen Mathematiker William Henry Young (1863-1942).

Satz 7.2. (Spezialfall der Young-Ungleichung) Es seien x,y,p,q € RT mit

Gleichheit gilt fiir P = y4.

7.3 Holder-Ungleichung

Benannt nach dem deutschen Mathematiker Otto Holder (1859-1937).
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Satz 7.3. (Holder-Ungleichung) Es seien x1,2,...,0, € RY, y1,y2,...,yn € RT und
p,q € RT mit

1 1

Syto1.

P q

Dann gilt
1 1
n n p n q
Zﬂm/i < <Z xf) : <Z yf) .
i=1 i=1 i=1

7.4 Minkowski-Ungleichung

Benannt nach dem deutschen Mathematiker und Physiker Hermann Minkowski (1864-
1909).

Satz 7.4. (Minkowski-Ungleichung) Es seien x1,xa,...,Tn € RT, y1,92,...,yn € RT und
p € RT, p> 1. Dann gilt

() = () + (54)
=1 =1

=1

Firp <1 (p+#0, und falls p < 0 zusdtzlich x;y; # 0) gilt die umgekehrte Ungleichung.

. Lo @ _ T2 ... _ o
Gleichheit gilt genau wenn == o
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