5. Pauli-Wettbewerb 2012

Lésungsskizzen

1. (4 Punkte) Seien a1, as9,as,...,a, € R* mit ajagas - --a, = 1. Man zeige:
(14a1)14+az)(1+a3) - (14+a,) >2"

Losung 1. Auf Grund der arithmetisch-geometrischen Mittelungleichung gilt HT“" > /z fiir alle z € RT, also
(142z)>2yx.
Folglich gilt:

(I14+a1)(1+az)(1+az) - (1+an) > 2v/ar - 2y/az - 2\/az - 2\/a,

=2"-\/ajazaz---an
—2n.\/1=2"

O
Losung 2. Wir multiplizieren die linke Seite aus und erhalten folgende Ungleichung:
l4+a1+as+---+a,+ajas+ajas+ -+ an_1a, + ai1a2a3 + ai1a2a4 + - +ajas---a, > 2"
Auf der linken Seite haben wir also 2™ Terme, wobei jede mogliche Teilmenge von {ay, as, ..., a,} genau ein Mal
vorkommt. (Etwas mathematisch korrekter: Wobei fiir jede mégliche Teilmenge von {aj,az,...,a,} genau ein

Summand vorkommt, der aus dem Produkt der Elemente dieser Teilmenge besteht.)

Wir kénnen diese 2" Summanden daher zu 27! Paaren zusammenfassen, indem wir jeweils Summanden einander
zuordnen, die zu komplementéren Teilmengen gehoren:

(I1+arag---an) + (a1 +azaz - an) + -+ + (an + araz -+ -an_1) + (@102 + azag - - ap) +--- > 2"

Alle Paare haben also die Form (a, ag, - - - ar, +ar,,, - - - ar, ), wobei ki, ka, ..., k, eine Permutation von 1,2,...,n
1 i __ _ajaz...a _ 1 .

ist. Nun gilt aber ay, , -+ ag, = Akipy Cak, gk, daag,,, -+ ak, ja genau das Komplement zu a, a, - - - ag,
ist.

Da fiir jedes x gilt, dass a:+% > 2, gilt dies somit auch fiir jedes dieser Paare der Form (ag, ag, - - - a, + ﬁ .
141 “n

Somit betrigt die Summe der 27! Paare mindestens 2 - 2"~ = 27, O

Losung 3. Wir multiplizieren wieder die linke Seite aus und erhalten folgende Ungleichung:

1+a1+as+---+a,+aras+--+ajay---a, > 2"

Auf der linken Seite haben wir also 2™ Terme, wobei jede mogliche Teilmenge von {a1, as, ..., a,} genau ein Mal
vorkommt. Folglich kommt a; genau gleich oft vor wie as,as,...,a,, nimlich jeweils 2"~! Mal.

Wir dividieren beide Seiten durch 2" und wenden dann die arithmetisch-geometrische Mittelungleichung an:

l+ar+as+--+a,+aas+---+aaz---ay

|
> 1

2n
I+ai+a+--+ap+araa+---+ajas--an _ ,n
on Z \/1.a1.az...an.alaz...ala2...an

_ 2"/ 9n—1 on-—1 on—1
= \/al a2 DR an

n

— (a1a2 e an)2"71

2" 1271—1

=1



Liosung 4. Wir definieren die Funktion

flar,ag,...,an) =1 +a1)(1+a2) - (1+a,)

und suchen deren Minimum, i.e., wir suchen Werte fiir aq, as, ..., a,, sodass ajasas---a, = 1 erfiillt ist, und
flay,as,...,a,) moglichst klein wird.
Behauptung: Existieren unter den Variablen a1, as, . . ., a, zwei, die verschiedene Werte haben, so ist f(a1, as,...,a,)

nicht minimal.

Beweis der Behauptung: Nehmen wir an, es existieren zwei Werte a; und a; mit a; # a;. Wir definieren neue
Werte wie folgt:

. {ak k+#iund k # j

@ = Vaia; k=ioderk=j
Nun gilt f(ay,as,...,a,) < f(ai,as,...,a,), wie man folgendermaflen zeigen kann:

flay,a0,...,a0,) < flar,az,...,a,) <=
-( —
-( —

) )
(I+a)(I+az) - (T+a) - (1T+a;) - 1+a,) <(Q+a)l+az) - 1+a;) - (1+aj) - (1+ap)
(1+a)(I+az) - (L+/aia;) - (1+aa;) - (1+a,) < (I+a)(I+a2)--(14a) - (1+a;) - (1+ay)
(1+ yaia;)(1+ yaiaj) < 1+ a)(1+a;) <
1+ 2 /005 + aa; <1+ a; +aj +aa; <
2/aa; <a;+a; <=

a; +a
Vaia; < -7

Dies entspricht der arithmetisch-geometrischen Mittelungleichung, und ist wegen a; # a; nicht mit Gleichheit
erfiillt, folglich also echt kleiner.

Weiters sehen wir sofort, dass ajas - =1 gilt.
Das Minimum der Funktion f(a1,as,... ,an) kann also nur dann angenommen werden, wenn a; = ag = --- =
an gilt. Wegen aias---a, = 1 erhalten wir somit a; = a3 = --- = a, = 1, und somit ein Minimum von

FLL. ) =14+D1+1)--(1+1)=2"
O

. (8 Punkte) Seien z,y,z € R* mit zyz = 1. Man zeige:

1,2 y2 2,2

+ + 2
y+z z4+x xT+vYy

N W

Lésung 1. Zunéchst eine Voriiberlegung (VU’)7 die wir in fast allen der folgenden Lésungen bendtigen werden:

z+y+ 2z AM-GM

x+y+z:3-? > 3,3/xyz:3\%:3
Sei f(x) = % Diese Funktion ist im Intervall (0,00) konvex. Somit gilt laut Jensen (mit nicht normierten
Gewichten, siehe unten):
x? 2 22 x
+ Y+ =z ty Lz
y+z z+x T+Y Y+ z zZ+T r+y

(15 (57 2)

2(w+y+z)'f<(y+z)+(2+x)+(x+y))

r+y+z
=(x+y+2)f(2)
rT+y+z




Jensen wurde in einer leicht modifizierten Schreibweise verwendet. Seien wi,ws,...,w, Gewichte, die nicht
notwendigerweise wy + wo + -+ - + w, = 1 erfiilllen. Wir erhalten normierte Gewichte ¢;, indem wir w := w; +
wa + -+ + wy, setzen, und t; := 2t fiir alle i. Dann gilt:

tif(zr) +taf(xe) + - +tnf(an) > f (11 +toxa + -+ thz,)
DLp@) + 2 f@a) + o 2 f(wn) > f (3ﬁﬂr147333x2—+~~~+79ﬁ3zn) —
w w w w w w

wy f(x1) +waf(z2) + -+ wn f(zy) > <w1$1 + woxo + -+ + wnﬂﬁn) —
w w

W1T1 + Wk + - + WpTy
w

wif(z1) +waf(x2) + - +wnf(xy) >w- f (

Diese Form von Jensen gilt also fiir beliebige Gewichte w;. Im diesem Fall wurde wi = z, we = y und ws = 2
verwendet. O

Lésung 2. Sei f(x) = 2. Diese Funktion ist iiberall konvex. Somit gilt laut Jensen (wiederum mit nicht nor-
mierten Gewichten):

2 2 2’2 1‘2 2 2’2

L S ) ot ete) et @)
y+z 24z zty (y + 2)? (z+x)? (x+y)?

o () v () v ()

y+2) 5+ (+r) Zo (@ t+y) 5
>(y+z+z+x+x+y)-f<( ) gz )+ )74y

y+z+z+axt+ao+y)
r+y+z
:2(:c+y+z)~f<2(x+y+z)>

=2z+y+2)-

=2z+y+2)-
_THy+=z

Lésung 3. Wir erweitern mit (x +y + 2):

22 2 52 THy+z 22 Y2 22
+ + = : + +
y+z z4+x xT+Y rT+Yy—+z y+z z4+x xT+Y

1 22 y? 22
=—— (z+y+2) + +
rT+y—+z Yy+z z+x T+Y
1 1 x? y? 22
=———— (y+2)+(z+a)+ (= + + -
e G ) (o e )
1 1
Cauchy-Sch > — 2
(Cauchy-Schwarz) Z T Tz 2(x+y+z)
1
= S@ty+2)
vU 3
> —
-2



Losung 4. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei z > y > z. Folglich gilt auch yfﬁz > Iiz > miy Mittels
Tschebyscheff folgt daher:

x? y? 22 T Y z
+ + =x- +y- +z-
y+z z+x T+Y Y+ z Z+x r+y

>1 (@t y+2) T n Y z
Z o (x 2) -
-3 Y y+z z+zx+y
SR E S
3 y+z z+zx+y
Es bleibt also zu zeigen, dass
T Y z

3
+ + >
y+z z4+x x+y 2

Dies ist Nesbitts Ungleichung und somit bekannt. Nesbitts Ungleichung kénnte beispielsweise folgendermafien
bewiesen werden:

x Y z 13
+ + >
y+z z4+x x4y 2
'3
T i1+ 2 1-3>C
Y+ z z+x z+y 2
x+y+z+y+z+x+z+x+y_3£§
Y+ z z+x z+y 2
1 1 '3

= (z+y+2)- -3>- +3 -2
y+z z4+zx Tty 2
<:>((+)+(+)+(+))1+1+1;9

z z x .
Y Y Y y+z z+4+x T+Y
Dies folgt aus der arithmetisch-harmonischen Mittelungleichung. O

Liosung 5. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei 2 > y > z. Folglich gilt auch 2% > y? > 22 sowie
1 1

1
y+z =

Mittels Ordnungsungleichung folgt somit:

r+z — z+y’
22 y2 22 1 2 y2 22 22 y2 22
+ + = - + + + + +
Y+ z zZ+x r+y 2 Y+ z zZ+x r+y Y+ z zZ+x r+y
1 y2 22 2 22 2 y2
> - + + + + +
2 y+z z4+2x x+vy y+z z4+2x x4y
1 24 52 22 4 g2 2 + 2
:.(y + + Yy
2 Y+ z z+x r+y

Laut QM-AM gilt fiir alle a,b € R*:

2
a?+v [ [a®+0? 2 (a+b 2 (a+b)? a+b
a+b 2 a+b =\ 2 a+b  2(a+b) 2

Folglich kénnen wir weiter umformen und abschétzen:

22 2 52 1 24,2 2442 242
+¥ 4 > (Y + + Y
y+z z4+ax x4y 2 Y+ z z+x r+y
1 y+z z4+x x4y
> .
-2 ( 2 + 2 + 2 )
1
=5 @ry+2)
Vi3
> Z
2



Lésung 6. Wir multiplizieren beide Seiten mit 2(z + y)(y + 2)(z + ) und erhalten folgende dquivalente Unglei-
chung:
22 y? 22

+ +
y+z z4+x T+Y

2 w4 y)a+2) 23]ty

'3
> - =
-2

cyc cyc
!
2 <2x4 +Zx3y+2x3z+2x2yz> >
cyc cyc cyc cyc

3(x?y + 222 + yiw + yPerie 4 2Py + 2xyz) =

2 (Zx4+2x3y+zx3z+zx> >

cyc cyc cyc cyc

3%y + 2?2 + yir + Pt le 4+ 2Py 4+ 2) =
!

2(x4+y4+z4+x3y+xy3+y3z+y23+23x+zz3+x+y+z) 2
3%y + 2?2 + yir + et le 4+ Py 4+ 2) =

Nun gilt fiir die linke Seite:
LS:2(x4+y4+z4+m3y+xy3+y3z+y23+23x+zx3+x+y+z)
= (¢" + 2y’ + o) + (@' + w2’ +a) + (' e’ +y) + (' Fy)d
(224 223 + 2) + (2" + 292 + 2) + (@Y + 2y + P2 +y2d + 2Bx + 22
> 32%y + 322 + 3y*x 4 3y*2 + 3220 + 32%y + 6

Fiir die ersten 6 Klammerausdriicke wurde hierbei jeweils verwendet, dass

) 4 b3 AM-GM
a*+ab®+a=3- w > 3Vatabda = 3VaS0® = 3a%b

fiir beliebige positive reelle a und b gilt. Der 7. Klammerausdruck wurde abgeschétzt mittels

AM-GM
By+at +yz 4yt e+t > 6928828 =6V1=6.



