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Kapitel 1

Folgen

1.1 Einleitung

Eine Folge ist, wie der Name bereits nahelegt, eine Folge von Zahlen, meist mit bestimmten
Eigenschaften. Je nachdem, aus welchem Bereich die Zahlen kommen, spricht man beispielsweise
von einer Folge in N, in Z, in Q oder in R.

Die bekannteste Folge lernt man iibrigens schon in der Volksschule: 1,2,3,4,5,6,7,8,... (Das
ist iibrigens eine Folge in N, also eine Folge natiirlicher Zahlen.)

Ublich ist folgende Schreibweise:
(an)nen bezeichnet die Folge,
a, das n-te Element der Folge

Hinweis. Oft wird einfach nur (a,) statt (an)nen geschrieben.

Die obige Folge wiirde man damit so beschreiben: “Sei (a,)nen eine Folge natiirlicher Zahlen
mit a,, = n.”
1.2 Arithmetische und geometrische Folgen

Besondere Bedeutung haben zwei spezielle Arten von Folgen. Eine arithmetische Folge ist eine
Folge, bei der der Abstand aufeinanderfolgender Folgenelemente konstant ist.

Definition. Sei (a,) eine Folge von Zahlen aus A. Diese nennt man eine arithmetische Folge dann
und nur dann, wenn fiir ein fixes ¢ € A gilt:

Gn41 = ap +c¢ vn € N (1.1)

Hinweis. A kann dabei eine beliebige Grundmenge, also N, Z, Q, R, oder auch ganz eine andere
sein.

Satz 1.1. Sei (a,) eine arithmetische Folge mit an41 = an + ¢,c € A,¥n € N. Dann gilt
Gp = 0p—1+¢C
= an_2 + 2c

=an_rp+k-c

=ap+n-c



Die zweite besondere Folge ist die geometrische Folge. Bei dieser ist der Quotient aufeinander-
folgender Elemente konstant.

Definition. Sei (a,) eine Folge von Zahlen aus A. Diese nennt man eine geometrische Folge dann
und nur dann, wenn fiir ein fixes ¢ € A gilt:

(pi1 = Qp - q Vn e N (1.2)
Satz 1.2. Sei (a,) eine geometrische Folge mit ap+1 = ap, - q,q € A,Vn € N. Dann gilt

Gp = Qp—-1 "4

2
=0an-2-4q

k
=0an—k ¢

=ao-q

1.3 Fibonacci-Folge

Beriithmteste Folge (abgesehen von den gerade erklirten mathematischen Grundlagen natiirlich)
ist die nach Leonardo Fibonacci (1180(7) - 1241) benannte Folge, die folgendermafien definiert ist:

Definition. Die Fibonacci-Folge ist definiert durch das rekursive Bildungsgesetz
F,=F,_1+F,_» firn > 2 (1.3)

mit den Anfangswerten
F=F=1 (1.4)

Hinweis. Oft werden auch die Anfangswerte Fy = 0, F; = 1 angegeben. Das Resultat ist dasselbe.

Die ersten Folgenelemente lauten damit:
(0,)1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144, 233, . ..

Man beachte: Bereits das 26. Folgenelement ist grofler als 100.000, das 31. grofer als 1.000.000
und das 36. betrigt fast 15 Millionen.

Das klassische Beispiel fiir Fibonaccis hat mit Kaninchen und deren Vermehrung zu tun. Fi-
bonacci definierte das Problem folgendermafien:

1. Zu Beginn gibt es ein Paar geschlechtsreifer Kaninchen.
2. Jedes neugeborene Paar wird im zweiten Lebensmonat geschlechtsreif.
3. Jedes geschlechtsreife Paar wirft pro Monat ein weiteres Paar.

Weiters wird angenommen, dass die Kaninchen unsterblich sind und sich in einem abgeschlossenen
Raum befinden.

Im Gegensatz zu arithmetischen und geometrischen Folgen fillt uns auf, dass es wesentlich
schwieriger ist, ein Bildungsgesetz fiir das n-te Folgenelement der Fibonacci-Folge aufzustellen.
Um das 139. Element einer arithmetischen Folge zu berechnen, berechnen wir einfach ag + 139 - ¢,
wobei ag und c natiirlich bekannt sind. Ebenso kann man das 139. Element einer geometrischen
Folge berechnen als ag - ¢'3?, wiederum sind @y und ¢ bekannt. Bei den Fibonaccis kennen wir
momentan keine andere Methode, als die 139 ersten Elemente alle zu berechnen. Hochste Zeit, das
zu andern.



1.4 Losen von Rekursionsformeln

“Jede hinreichend fortschrittliche Technologie ist von Magie nicht zu unterscheiden.” — Drittes
Clarkesches Gesetz, Arthur C. Clarke

In diesem Sinne iiberspringen wir nun sdmtliche Grundlagen und stiirzen uns medias in res.
Wer sich weiter mit dem Thema auseinandersetzt, wird die Prinzipien dahinter noch genauer
kennenlernen; fiir uns ist es aber ausreichend zu wissen, dass die nun vorgestellte Methode uns
meistens das liefert, was wir haben wollen.

Zunéchst bendtigen wir noch folgende Definition:

Definition. Eine Rekursion der Form
Apt1 =Ap €0+ Ape1 - €1+ Ang-Co+ -+ anopm - Cm + s(n) (1.5)

mit ¢; konstant fiir ¢ = 1,...,m und ¢,, # 0 heifit lineare Rekursion. Gilt s(n) = 0, so nennt man
sie homogen. m + 1 ist die Ordnung der linearen Rekursion.

Methode 1.3.

0. Sei eine homogene lineare Rekursionsformel mit konstanten Koeffizienten gegeben. (Hinweis:
Manchmal kann man fehlende Elemente durch “dazubasteln” mit Koeffizient 0 ersetzen.)

1. Man ersetze a,, durch q" (und entsprechend a,yy, durch q"ik).

n—m

2. Sein —m die grifste vorkommende Potenz von q. Man dividiere die Gleichung durch g

8. Nun hat man eine Gleichung in q mit konstanten Koeffizienten und Potenzen. Man ldse
diese mit den gewohnten Methoden. Seien qi1,qo,...,q die Lisungen mit Vielfachheiten
V1,V2,y...,7].

4. Man stelle folgenden Ansatz auf:

Qy, = b1,1~q?+b1,2~n~q?+~-~+b1,v1-nvl_l-q?Jr
boy G5 +bag-m-qy+ - Fboy, -0 g5+

+ b g b gl by, 0T g

Hinweis. Fiir lauter verschiedene Losungen vereinfacht sich das zu:

an=">b1-¢ +ba-gy +--+b-q
Hinweis. Normalerweise schreibt man nicht b; ;, sondern setzt einfach Grofbuchstaben in
alphabetischer Reihenfolge ein.

5. Man setze die bekannten Anfangswerte ein und bestimme die b; j bzw. b;.
6. Probe!

Beispiel 1.4. Die Rekursionsgleichung der Fibonaccis, F,, 11 = F;, + Fj,—1 ist eine homogene
lineare Rekursion mit konstanten Koeffizienten. Wir wenden daher die neue Methode darauf an:

1. qn+1 — qn _|_ qn—l
2.



F1:A-1+2\/5+B.1_2‘/5:1
1 —
:A.+V%_AJ Vg:1
5 2
:A'<1+\/5_1—2\/5> .

2
=A-V/5=1
€
V5

— R - <<1+2¢5>"_ (1_;5)“)

6. Wir berechnen zur Probe mit dieser Formel Fj:

s ((59) (%)
-+ 2 2

=3 OK

— A= =-B

Inhomogene lineare Rekursionsgleichungen sind in erster Linie ldstig und kommen zudem selten
und erst in schwierigeren Wettbewerben vor. Zu Risiken und Nebenwirkungen fragen Sie Thren
Arzt oder Apotheker.

Eine spezielle Form von inhomogenen Rekursionsgleichungen wollen wir dennoch kurz betrach-
ten, ndmlich die, bei der der inhomogene Term die Form hat:

s(n)=(so+s1-n+sy-n?+---+s.-n")-a" s; konstant Vi (1.6)
Methode 1.5.

0. Sei eine inhomogene lineare Rekursionsformel mit konstanten Koeffizienten gegeben, deren
Storterm die oben angegebene Form hat.

1. Man lése die Rekursion fir die Gleichung ohne den Storterm mit Schritten 1-8 der obigen
Methode.

2. Man bestimme eine sogenannte partikulire Losung, das heif$t eine Folge, die die Rekursions-
gleichung erfillt, aber nicht notwendigerweise die richtigen Startwerte hat. Dazu verwende
man folgenden Ansatz:

Yn = (to+t1-n+te-n2+- -+t -n") -’ a® (1.7)

wobei v die Vielfachheit von « als Nullstelle der gerade gelosten homogenen Gleichung ist.
Diesen Ansatz setzt man in die Rekursionsgleichung ein und berechnet die Werte to,ty, ..., t,.



3. Die Lésung der Rekursion erhdilt man nun als Addition von partikuldrer Lisung und Ansatz
der homogenen Léisung (wie in Schritt 4 der vorigen Methode).

4. Man bestimme die noch ausstindigen Koeffizienten wie zuvor.
5. Probe!

Beispiel 1.6. 1. Gpy1 =2 -ap+apn—1+n
2. Erhalte Losungen q1 = g2 =1

3.s(n)=n=(1-n4+0-1)-1" = a = 1 ist doppelte Nullstelle der homogenen Losung.
Verwende daher Ansatz: y, = (A-n+ B)-n?- 1"
Einsetzen in Rekursionsgleichung ergibt: (A-(n+1)+ B)(n+1)2=2-(A-n+B) -n?>—(A-
(m—1)+B)-(n—1)2+n
Durch Koeflizientenvergleich erhélt man A = é, B=0
Partikulére Losung: y,, = ¢ - n®

4. Ansatz fiir allgemeine Losung: a,, = C + D -n + é -3,

5. Einsetzen der Startwerte ergibt C' =2, D = %. Die explizite Form der Rekursionsgleichung
lautet daher: a,, = 2 + % -n+ % -n3

6. Probe!! (Kann gar nicht genug Rufzeichen haben.)

Hinweis. Bei mehr als einem Storterm kann man diese auch getrennt betrachten und dann alle
partikuldren Losungen zur homogenen Losung addieren.

1.5 Mehr als eine Rekursion

Manchmal passiert es, dass wir zwei oder sogar mehr Rekursionen gleichzeitig betrachten miissen.
In diesem Fall hilft meist nur eines: Mit allen Tricks so lange vereinfachen, bis eine der beiden
Folgen nicht mehr von der anderen abhéngig ist.

Beispiel 1.7. Seien (a,,) und (b, ) zwei Folgen, die den folgenden Rekursionsgleichungen geniigen:

Upi1 =2 ap + by
bn+1 = an +bn

Seien die Startwerte a; = b; = 1. Man berechne a,, in Abhéngigkeit von n.
Liosung. Die zweite der beiden Rekursionsgleichungen lésst sich umformen zu
Gp =bpy1 — by
Da dies fiir jedes n gilt, gilt natiirlich auch
ant1 = bpyo —bpy1

(Diese Vorgehensweise wird als “Indexverschiebung” bezeichnet.)
Wir setzen dies in die erste Rekursionsgleichung ein und erhalten

(bn+2 - bn-{—l) =2 (bn+1 - bn) + bn
bn+2 = 3bn+1 - bn

Ab hier kommen wir wieder mit dem bekannten Verfahren ans Ziel. O



1.6 Erraten expliziter Formeln und Beweis durch vollstéindi-
ge Induktion

Nebst all diesen Verfahren ist es manchmal nach wie vor am einfachsten, die explizite Darstellung
mit Hilfe der ersten berechneten Werte zu erraten und durch vollstéindige Induktion zu beweisen.
Praktischerweise kénnen wir fiir den Induktionsschritt einfach die Rekursionsformel verwenden.

Beispiel 1.8. Man finde eine explizite Form fiir die Folge (a,) mit a,+1 = a, + n,a; = 0. Die

ersten Folgenelemente lauten: 0,1, 3, 6,10, 15. Wir vermuten: a,, = @

Lésung. Die Induktionsbasis ist bereits vorhanden, es fehlt nur noch der Induktionsschritt, den
wir durch einfaches Nachrechnen der Rekursionsgleichung durchfiihren:
n(n—1) n2—n 2n  (n+1)n

Gnil = 0= =5 4n="5—+ 5 ="

1.7 Grenzwerte

Manchmal interessiert es uns, was mit einer Folge passiert, wenn n sehr grofl wird. Néhert sich
die Folge einem Wert immer mehr an, so sagt man, sie konvergiert gegen diesen Wert, den man
als Grenzwert bezeichnet. Strebt die Folge gegen unendlich oder schwankt sie zwischen mehreren
Werten, ohne sich einem einzelnen anzundhern, so sagt man, dass die Folge divergiert.

Obwohl man iiber Konvergenz allein ein ganzes Semester lang reden konnte, wollen wir uns
aus Zeitgriinden auf die fundamentalsten Grundlagen beschrinken.

Definition. Der Wert, gegen den eine Folge konvergiert, wird als Grenzwert oder Limes bezeich-
net. Die Schreibweise dafiir ist
lim a, (1.8)
n—oo
In der expliziten Darstellung ist es meist etwas leichter als in der rekursiven, Grenzwerte zu
bestimmen.

Satz 1.9. Seien {(a,) und (b,) zwei Folgen. Dann gilt: Wenn {(a,) und (b,) konvergieren, dann
konvergieren auch (an +bn), (an — bn), {(an - bn) und, falls (bn) nicht gegen 0 konvergiert, (3™).
Der Grenzwert entspricht Summe/Differenz/Produkt/Quotient der Grenzwerte von {(a,) und (b,).

Wenn (a,) konvergiert und (b,) divergiert (oder umgekehrt), dann divergiert die Summe der
beiden.

Wenn (a,) und {b,) divergieren, ist iber die Summe keine generelle Aussage mdaglich.
Satz 1.10. Sei a,, cine rationale Funktion, d.h.

_ P(m)
an, = o) (1.9)

wobei P(n) und Q(n) Polynome sind. Der Grad eines Polynoms P ist die hichste vorkommende
Potenz und wird manchmal als Grad(P) angeschrieben. Seien p; und q1 die Koeffizienten der
jeweils hochsten vorkommenden Potenz in P und Q. Es gilt:

o Wenn Grad(P) > Grad(Q), dann divergiert die Folge.
o Wenn Grad(P) < Grad(Q), dann konvergiert die Folge gegen 0.
o Wenn Grad(P) = Grad(Q), dann konvergiert die Folge gegen 2—1.



Satz 1.11. Habe a,, die Form a, = q",q € R. Dann gilt:

Ist |q| > 1, divergiert die Folge.

Ist |q| < 1, dann konvergiert die Folge gegen 0.

Ist g = 1, dann konvergiert die Folge gegen 1.

Ist ¢ = —1, dann divergiert die Folge.

1.8 Fixpunkte

Wollen wir die Grenzwerte einer Folge bestimmen, von der wir nur die Rekursionsgleichung kennen,
wird die Sache etwas schwieriger. Liegt eine (nicht notwendigerweise lineare) Rekursion erster
Ordnung vor (d.h. a,+1 = r(a,)), so kann man folgendes versuchen: Zunéchst miissen wir beweisen,
dass die Folge tiberhaupt konvergiert. Danach suchen wir sogenannte Fixpunkte, da bekannt ist,
dass die Folge gegen einen dieser Fixpunkte streben muss. Schliellich bleibt noch zu bestimmen,
welcher der Fixpunkte der Grenzwert ist.

(an < am). Ist die Ungleichung strikt, d.h. a,, > @y (an < am), S0 sagt man, dass die Folge streng
monoton steigend (fallend) ist.

Definition. Eine Folge (a,) heifit monoton steigend (fallend), wenn aus n > m folgt, dass a,, > a,,

Satz 1.12. Sei die Folge {(a,) monoton steigend (fallend) und nach oben (unten) beschrinkt. Dann
konvergiert die Folge.

Achtung. Die Umkehrung stimmt nicht. Eine Folge kann konvergent sein, ohne monoton zu sein.
(Allerdings ist jede konvergente Folge beschriinkt.)
Definition. Ein Fixpunkt ist ein Wert a, fiir den gilt, dass a = r(a).

Methode 1.13.

0. Die Rekursionsformel geniigt der Form a,4+1 = r(ay,).

1. Man beweise, dass die Folge fiir den gegebenen Startwert monoton steigend (fallend) und
nach oben (unten) beschrinkt ist.

2. Man bestimme die Fizpunkte, indem man fir a,4+1 und jedes a,, eine noch zu bestimmende
Konstante a einsetzt, und lose die entstehende Gleichung in a.

3. Man bestimme, welcher der Fizpunkte der Grenzwert der Folge ist.

Beispiel 1.14. Man bestimme den Grenzwert der Folge (a,) mit a1 = /12 + a,, und a1 = 1.

Losung. Wir zeigen zunéchst Beschrinktheit:

Vermutung: n < 4. Beweisen dies durch Vollstdndige Induktion:
Basis: a1 =1 < 4 ok.

Annahme: a, <4,n=1,.

Schritt: ayi11 = \/12 +an < \/12 ¥4=+116=4 q.e.d.
Analog dazu zeigen wir auch, dass a, > 0 Vn € N.

Monotonie: Vermutung: Folge ist monoton steigend.

Beweis:
!
an+1 2 (079

! 2 .
V12 +a, > a, / (AU da a, > 0)

!
12+an2ai
—a2 +a, +12>0



Dies ist genau dann der Fall, wenn a,, € [—3,4]. Auf Grund der zuvor bewiesenen Beschrinktheit
ist das der Fall.

Nun gilt es nur noch, den Grenzwert zu finden. Dazu bestimmen wir zunéchst alle Fixpunkte,
indem wir in der Rekursionsgleichung Folgenelemente durch ein konstantes c ersetzen:

2
c=+V12+c¢ /

A=12+¢
Losen dieser quadratischen Gleichung ergibt:
Cc1 = 4, Coy = -3

Da wir wissen, dass a,, > 0, konnen wir den zweiten Fixpunkt als Grenzwert ausschlieen. Die
Folge konvergiert daher gegen 4. O

Eine Frage ist noch offen: Woher kam die anfingliche Vermutung, a,, < 47 Einerseits kann man
einfach die ersten Werte berechnen und dann raten. Fiir diese Folge sind die ersten fiinf Werte
(abgerundet) 1, 3.6, 3.95,3.99, 3.99. Der Schluss liegt nahe.

Oft kann es aber wesentlich einfacher sein, zuerst die Fixpunkte zu bestimmen und daraus
Riickschliisse iiber die Folge zu ziehen. Achtung: Sowas ist hichstens auf dem Konzeptpapier
erlaubt, aber nicht in der Reinschrift. Aulerdem gilt: Nicht alles, was Fixpunkt ist, kann auch
Grenzwert sein.

Beispiel 1.15 (Abschreckendes Beispiel).
any1 =2 -an+ 3,01 =1
Wir bestimmen die Fixpunkte:

c=2-c+3
c=-3

Dass die Folge monoton steigend ist, ist offensichtlich, und das mit der Beschrénktheit “wird schon
passen”, also ist —3 der Grenzwert. Irrtum, die Folge divergiert.

Weiterer wertvoller Hinweis: Eine Folge muss nicht notwendigerweise gegen den “n#chsten”
Fixpunkt konvergieren, d.h. eine monoton steigende Folge mit Startwert 1 und Fixpunkten 5 und
10 kann durchaus gegen 10 konvergieren.



Kapitel 2

Reihen

2.1 Einleitung

Nach all diesen Diskussionen iiber Folgen gibt es noch einen weiteren interessanten Punkt, den
wir bislang ignoriert haben: Was passiert, wenn man die Folgenelemente addiert?
Sei (a,) eine Folge. Dann nennt man
o0
> an (2.1)
n=1

die dazugehorige Reihe. Deren Wert ist folgendermaflen definiert:

Definition. Sei (a,) eine Folge, und bezeichne

Sn = a (2.2)
k=1

die Summe der ersten n Folgenelemente. Der Wert der Reihe wird berechnet als
oo
> an = lim S, (2.3)
n=1

Definition. Falls (S,,) divergiert, so sagt man, die Reihe divergiert. Falls (S,,) konvergiert, spricht
man von einer konvergenten Reihe.

2.2 Wichtige Sitze

Satz 2.1. Sei Y. -, a, konvergent, dann konvergiert (a,) gegen 0.
Korollar 2.2. Konvergiert (a,) gegen ¢ # 0, dann divergiert Y | ap.
Satz 2.3. Fir Y~ - gilt:

o Falls a > 1 konvergiert die Rethe.

o Fulls a < 1 divergiert die Reihe.

2.3 Arithmetische Reihen

Satz 2.4. N
Z n= W (2.4)

n=1

10



Satz 2.5. Sei {(a,) eine arithmetische Folge mit a,, = ag +n - c. Dann gilt:
° Zf;o an konvergiert dann und nur dann, wenn ag =c =0
[ ]
Zan:a0+a0+c+a0—|—2-c+~~+a0+N-c

=(N+1)-ao+c-(1+2+3+---+N)

N-(N+1
:(N+1)-a0+c~%
2.4 Geometrische Reihen
Satz 2.6.
N 1— gN+!
"= — firq#1 (2.5)
n=1 1= q

(und =(n+1) fir g =1)
Satz 2.7. Sei (a,) eine geometrische Folge mit a,, = ag - q",q # 1. Dann gilt:

N
Zan:a0+a0.q+a0.q2+...+a0.qN

n=0

=ap-(L+g+q"+ - +q%)

1 — g+t
=ap - q firq#1

1—g¢

o > jan=ag- fq fiir |q] < 1, sonst divergent

11



Kapitel 3
Beispiele

1. Man bestimme die Anzahl der Teilmengen von {1,...,n}, die keine aufeinanderfolgenden
Zahlen beinhalten.

2. Mischa hat rote und schwarze Plastikperlen und mdochte daraus eine Halskette mit n Perlen
basteln, wobei keine zwei roten Perlen direkt nebeneinander aufgefidelt sein sollen. Wieviele
Moglichkeiten gibt es?

3. Sam mochte einen Streifen der Grofle 2 x n mit 1 x 2 groffen Dominosteinen iiberdecken.
Wieviele Moglichkeiten gibt es dafiir?

4. Alex zeichnet ein Muster aus rechtwinkeligen Dreiecken. Er beginnt mit einer 200mm lan-
gen Grundlinie. Genau in der Mitte davon zeichnet er im rechten Winkel dazu eine 2 mm
lange Linie und verbindet deren Endpunkt mit einem zufélligen der beiden Endpunkte der
Grundlinie. Die so entstehende Linie verwendet er als neue Grundlinie und wiederholt den
Vorgang. Das zweite Dreieck ist viel kleiner als das erste, das dritte kleiner als das zwei-
te. Alex fragt sich, wie die Dreiecke wohl aussehen wiirden, wenn er unendlich lange so
weitermachen wiirde. Auflerdem méchte er wissen, wie lange die 2008-te Grundlinie ist.

5. Michi zeichnet ein Muster aus Kreisen. In die Ecke eines Blattes Papier zeichnet sie einen
groflen Kreis mit Radius 1 dm, sodass dieser beide Rénder des Blattes beriihrt. Dann zeichnet
sie in das Eck zwischen erstem Kreis und Papierrand den grofftmoglichen Kreis ein, der Platz
hat. Im Eck darunter wieder, und so weiter. Wie grof} ist die Summe der Radien, Umfinge
und Flédchen?

6. Josef hat auf einem Konto 100 Euro. Jedes Jahr bekommt er 4% Guthabenszinsen und zahlt
3 Euro Kontoverwaltungsgebiihr. Wieviel Geld besitzt er nach 10 Jahren?

7. Das Gasthaus Moller aktualisiert und erweitert seine Speisekarte am Anfang jedes Monats
nach folgendem Prinzip: Zuerst werden gleich viele neue Gerichte erfunden, wie bereits auf
der Karte stehen. Dann werden alle gestrichen, die bereits seit 2 Monaten auf der Karte
waren. Im September 2008 gab es nur 5 verschiedene Gerichte, im Oktober 7. Wieviele wird
es im Juli 2009 geben?

8. Man zeige: FZ + Fi+---+ F2 = F, - F,,41 (wobei (F},) die Folge der Fibonacci-Zahlen ist).

9. Ein nicht namentlich genannter Student kocht jeden Tag mit folgenden Zutaten: 60% frische
Zutaten, 30% Reste des Essens vom Vortag, 10% Reste von vorgestern. Nach einiger Zeit
mochte er wissen, wie alt sein Essen im Durchschnitt ist, und gegen welches Durchschnitts-
alter es konvergieren wird, wenn er die Methode fiir den Rest seines Lebens fortsetzt. (Heute
bedeutet 0 Tage alt, und an den ersten beiden Tagen seines Studentenlebens hat er nur
frische Zutaten verwendet.)

12



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Sein Wohnungskollege plant eine dhnliche Kochmethode: Er mochte jeden Tag mit ¢% fri-
schen Zutaten kochen und den Rest mit Resten vom Vortag auffiillen. Er fragt sich, wie hoch
er ¢ withlen muss, damit sein Essen im Durchschnitt nie dlter als a) 3, b) ¢t Tage wird.

Max und Moritz stehlen einander mit Begeisterung das Taschengeld. Jede Nacht stiehlt Max
ein Drittel von Moritzs Besitz, wihrend Moritz gleichzeitig die Hélfte aus Maxs Sparschwein
pliindert.

Zwischen den Staaten Aswan und Bedran ist ein Wettriisten ausgebrochen. Der Verteidi-
gungsminister von Aswan hat beschlossen, den Waffenbestand jedes Jahr um 10% zu erhéhen
und zusétzlich 80% dessen zu produzieren, was dem Geheimdienst zu Folge Bedran im Vor-
jahr produziert hat. Der Verteidigungsminister von Bedran hat seiner Regierung vorgeschla-
gen, den Waffenbestand jedes Jahr um 20% zu erhthen und zusétzlich um 10% des zuletzt
bekannten Bestandes von Aswan. Zu Beginn haben beide Staaten 10 Atombomben. Sobald
ein Staat mindestens 20% mehr Atombomben hat als der andere, oder mindestens 10000
Atombomben besitzt, greift er an. Wann ist der dritte Weltkrieg, welcher Staat greift zuerst
an, und aus welchem der zwei moglichen Griinde?

Um jeden Gitterpunkt (z,y) mit nicht negativen ganzen Zahlen als Koordinaten wird ein
Quadrat mit dem Gitterpunkt als Mittelpunkt und der Seitenlédnge 22‘5% in beliebiger Lage
gelegt. Man bestimme den minimalen Flicheninhalt dieser aus unendlich vielen Quadraten

bestehenden Figur. (BWF, 2003)

In einem Straflennetz, dessen Anfang dargestellt ist, sind die Punkte in der mittleren Hori-
zontalen der Reihe nach mit 1, 4, 7, ... bezeichnet, die oberen Punkte der Reihe nach mit 2,
5, 8, ... und die unteren der Reihe nach mit 3, 6, 9, ... Wie viele Wege von “1” nach “3n+1”
gibt es, die Punkte nur in monoton wachsender Reihenfolge besuchen? (Ahnlich zu BWF,
2002, aber anderes Straflennetz)

L & ¥ &

Fiir jede reelle Zahl b bestimme man alle reellen Zahlen z mit x —b = Y ;- z*. (GWF,
2003)

Es sei Ag = {1,2} und fiir n > 0 entsteht A,, aus A,,_; indem man zu A, _; die natiirlichen
Zahlen hinzunimmt, die sich als Summe von zwei verschiedenen Zahlen aus A,,_; darstellen
lassen. Es sei a,, = |A,| die Anzahl der Zahlen in A,. Man bestimme a,, als Funktion von
n. (GFW, 2001)

An der TU Graz werden jeden Dezember die Studentenzahlen ermittelt. Es ist bekannt, dass

e jeden Juni 15% der Studenten ihr Studium beenden
e jeden August 10% der verbleibenden Studenten ein Auslandsjahr beginnen

e und entsprechend Ende August die Studenten, die gerade fiir ein Jahr im Ausland
waren, zuriick kommen

e jeden Oktober pro 100 Studenten, die bereits im September inskribiert waren, 20 neue
Studenten an die Uni kommen

e im Dezember 2007 10000 Studenten an der TU Graz studiert haben und 750 auf Aus-
landsjahr waren.

Wie viele Studenten werden im Dezember 2030 an der TU Graz sein? (Hinweis: Zahlen
miissen nicht ganzzahlig sein.)
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18.

19.
20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Antons Mutter zahlt Anton Taschengeld folgendermaflen aus: Jeden Monat bekommt er den
Betrag, um den sein Vermdogen seit dem letzten Monat gewachsen ist (wobei der Vermogens-
stand am 1. eines jeden Monats gemessen wird und die Taschengeldauszahlung danach er-
folgt, also zu den Einnahmen des aktuellen Monats gerechnet werden kann). Anton beginnt
vollig pleite und verdient im ersten Monat durch Gartenarbeiten 10 Euro. Er méchte wissen,
wie sich sein Vermogen entwickelt, wenn er a) gar nichts tut, b) jeden Monat 1 Euro aus-
gibt, ¢) jeden Monat 1 Euro verdient, d) jeden Monat 2 Euro verdient. Auflerdem méchte er
wissen, um wieviel % er mit d) im n-ten Monat mehr besitzt als mit Methode c) oder b).

Man bestimme den Grenzwert der Folge (a,,) mit ag = 0, an+1 = /1 + an.

Wilma und Fred Feuerstein fahren gemeinsam Auto. Sie wechseln sich dabei ab. Wilma fihrt
immer genau gleich weit wie Fred gerade gefahren ist, aber Fred fihrt nur 90% der Strecke,
die Wilma soeben zuriickgelegt hat. Am Anfang sitzt Fred am Steuer und fahrt 1000m. Wie
weit kommen die beiden? Wie lange brauchen sie bis ins 4 km entfernte Felsental?

Ein Rundfunkgebiihreneintreiber mochte in einer Hiauserreihe stichprobenartige Kontrollen
durchfiithren. Er legt dazu vorher fest, welche der Hduser er kontrollieren wird. Da seiner
Erfahrung nach Nachbarn einander warnen, méchte er keine nebeneinanderliegenden Hauser
iiberpriifen. Wie viele mogliche Auswahlen gibt es bei einer Hauserzeile mit n Hausern?

Burak hat rote und schwarze Plastikperlen und méchte daraus eine Halskette mit n Per-
len basteln, sodass immer eine ungerade Anzahl von Perlen einer Farbe nebeneinander ist.
Wieviele Moglichkeiten gibt es dafiir?

Ein Smart ist halb so lang wie ein normales Auto. Auf einem Parkstreifen hitten n Smarts
hintereinander Platz. Wie viele verschiedene Moglichkeiten gibt es, den Parkstreifen liickenlos
zu verparken?

Ankit zeichnet ein Muster aus gleichseitigen Dreiecken. Zuerst zeichnet er ein gleichseitiges
Dreieck mit einer Seitenlénge von 100cm. Er verbindet dessen Seitenmittelpunkte, um ein
zweites Dreieck zu erhalten. Von diesem verbindet er wiederum die Seitenmittelpunkte, um
ein drittes Dreieck zu erhalten, und so weiter. Wie grofl ist die Summe der Radien und
Flédchen aller Dreiecke?

Eduardo zeichnet ein Muster aus gleichschenkeligen Dreiecken. Er beginnt mit einem gleich-
schenkeligen Dreieck mit einem Scheitelwinkel von 30° und zwei Seiten mit einer Lange von
je 100mm. Die neue Basis verwendet er als Seite in einem weiteren gleichschenkeligen Drei-
eck, das eine zweite Seite mit derselben Linge enthélt, und wieder einen Scheitelwinkel von
30° hat. Die neue Basis verwendet er wieder als eine der gleich langen Seiten im néichsten
gleichschenkeligen Dreieck, und so weiter. Wie wird das 2009-te Dreieck aussehen? Wie grof3
ist die Summe der Radien und Flichen a) der ersten 2009 und b) aller Dreiecke?

Philippe hat Schulden in der Hoéhe von 10000 Euro. Jedes Jahr zahlt er 6% Sollzinsen und
zahlt 700 Euro zuriick. Wie hoch sind die Schulden nach 13 Jahren?

FEine Firma versucht, die Wirtschaftskrise auf folgende Weise zu bekédmpfen: In jedem Quartal
kiindigt sie die Halfte ihrer Mitarbeiter. Dann stellen sie aus Marketinggriinden alle wieder
ein, die sie im vorigen Quartal gekiindigt hatten. Im dritten Quartal 2008 hatte die Firma
8000 Mitarbeiter, im vierten Quartal 5000 Mitarbeiter. Wie viele Mitarbeiter hat die Firma
im vierten Quartal 20097 Zusatz: Konvergiert die Folge?

Max und Moritz wollen ihren Spinat nicht essen. Jedes Mal, wenn die Eltern nicht hinsehen,
schiebt Max Moritz die Hilfte seiner Portion auf den Teller, wiahrend Moritz ihm gleichzeitig
ein Drittel seiner Portion zuschiebt. Die Eltern sehen insgesamt n Mal weg. Wer muss am
Ende wieviel Spinat essen?
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29.

30.
31.

32.
33.

34.

In einem Straflennetz, dessen Anfang dargestellt ist, sind die Punkte in der mittleren Hori-
zontalen der Reihe nach mit 1, 4, 7, ... bezeichnet, die oberen Punkte der Reihe nach mit 2,
5, 8, ... und die unteren der Reihe nach mit 3, 6, 9, ... Wie viele Wege von “1” nach “3n+1”
gibt es, die Punkte nur in monoton wachsender Reihenfolge besuchen? (BWF, 2002)

> & &> &>

Man bestimme den Grenzwert der Folge (a,,) mit ag = 0,an41 = 1 + /an.

In Monochromien gibt es weifle und schwarze Katzen. Jede Kétzin bekommt pro Jahr 8
Junge, davon mit der Fellfarbe jedes Elternteils jeweils zwei ménnliche und zwei weibliche
Kétzchen. Kétzinnen wéhlen ihre Partner folgendermafen: Die Hélfte zieht einen Kater mit
derselben Fellfarbe vor, die andere Hilfte einen mit der anderen Fellfarbe. (Jeder Kater kann
von mehr als einer Kétzin ausgewéhlt werden, d.h. es muss keine 1-zu-1-Zuteilung gefunden
werden.)

Im Jahr 1 nach der groflen Sphinx leben in Monochromien 4 schwarze Katzen und 360 weifle
Katzen, von denen jeweils genau die Hélfte weiblich ist. Wie viele Katzen mit weiflem und
wieviele mit schwarzem Fell leben dort im Jahr n?

Man finde eine explizite Form fiir die Folge (a,,) mit a; =1 und @41 = a,, +2n + 1.

Mr. Monk ordnet die Gliser in seinem Kiichenschrank neu an. In einem (schmalen) Regal
stehen genau zwei Gléser, die gleichméfig verteilt werden sollen. Das Regal ist 20 cm breit,
am Anfang ist der Mittelpunkt des linken Glases 5 cm vom linken Rand entfernt, der des
rechten Glases 10 cm. Mr. Monk nimmt zuerst das rechte Glas und platziert es genau zwi-
schen rechtem Rand und linken Glas. Nun nimmt er das linke Glas, und platziert es genau
zwischen linkem Rand und rechtem Glas. Er sieht, dass nun die Position des rechten Glases
wieder nicht stimmt, und platziert es wieder genau zwischen linkem Glas und rechtem Rand.
Nun passt aber wieder das linke Glas nicht...

Wo werden die Glaser nach 20 Minuten stehen, wenn Monk fiir das Umstellen eines Glases
eine Minute braucht? Wie lange wird er fiir die Glédser brauchen, wenn er eine Abweichung
von einem halben Millimeter nicht mehr mit freiem Auge erkennen kann?

Ein Automobilverein fiihrt ein neues Bewertungssystem ein, mit dem Kunden selbst den
Restwert ihres Autos berechnen kénnen. Jedes Auto hat zu Beginn 0 “Abniitzungspunk-
te”. Nach jedem Jahr addiert man den aktuellen Kilometerstand. Einige Personen mit sehr
unterschiedlichem Fahrverhalten benutzen nun dieses System:

(a) Deborah fihrt jedes Jahr 20000km.

(b) Ulrika fihrt ebenfalls jedes Jahr 20000km, und im k-ten Jahr wegen eines Urlaubes
5000km zusétzlich.

(¢) Juho fiahrt im ersten Jahr 4000km, und ab dann in jedem Jahr 1000km mehr als im
Vorjahr.

(d) Gareth fihrt im ersten Jahr 2000km, und ab dann in jedem Jahr 10% mehr als im
Vorjahr.

(e) Grofivater Kurt fihrt die ersten drei Jahre je 60000km, danach aber jedes Jahr nur
mehr halb so viel wie im Vorjahr.

Wie hoch sind nach n Jahren die Kilometerstinde der verschiedenen Autos, und wieviele
Punkte haben die Fahrzeuge? Nach wievielen Jahren hat Gareths Auto mehr Punkte als das
von Grofivater Kurt?
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35.

36.

37.

38.

39.

40.

Jacek ist Programmierer und mochte sein Programm verbessern. In jedem Monat 16scht er
etwa ein Viertel des vorhandenen Codes, und ersetzt ihn durch ein besseres System. Inter-
essanterweise stellt er fest, dass dieses neue System normalerweise etwa gleich umfangreich
ist, wie vor zwei Monaten noch sein gesamtes Programm war. Im Juli hat sein Programm
3000 Zeilen, im August 4000. Wie viele Zeilen wird das Programm im Dezember haben?

Kasper backt Brot mit Sauerteig. Er hat zu Beginn etwa 100g Sauerteig. Zum Backen ver-
mischt er diesen mit 900g Brotteig, legt von dieser Mischung wieder 100g zur Seite, und
backt den Rest. Bis zum néchsten Backtag verwandelt sich die Teig-Sauerteig-Masse wieder
zumindest teilweise in Sauerteig: Pro Einheit Sauerteig in der Mischung werden 8 Einhei-
ten des normalen Teiges zu Sauerteig. Nach wievielen Wochen ist weniger als die Hélfte der
“Sauerteig”-Masse tatséichlich noch Sauerteig? Wieviel Sauerteig wurde in der Zeit bis dahin
verbacken?

Leo bastelt einen 3D-Scanner. Dabei werden verschieden grofle Raster auf die Oberfliche
des zu scannenden Objektes projiziert. Das erste Raster besteht aus Quadraten mit einer
Seitenléinge von Hcm, jedes weitere Raster ist um ein Drittel enger. Wieviele verschiedene
Raster werden projiziert, wenn das kleinste noch Quadrate mit mindestens 2mm Seitenldnge
haben soll? Wenn jedes Raster insgesamt 1m x 1m grof3 ist, wieviele horizontale und vertikale
Linien werden dann im Laufe des Prozesses projiziert?

Thierry und Bruce spielen ein Eisenbahnspiel. Jede Runde besteht aus zwei Phasen: Inves-
titionen und Einnahmen. Zuerst investieren die Spieler ihr gesamtes Barvermoégen. Dann
erhalten sie Einnahmen nach folgendem Schema: Alle in der vorigen Runde getétigten Inves-
titionen bringen halb so viel ein, wie sie gekostet hatten, und alle schon vor mindestens zwei
Runden getétigten Investitionen bringen jede Runde so viel, wie sie gekostet hatten. (Die
in der aktuellen Runde getétigten Investitionen bringen nicht sofort Geld.) Zu Beginn hat
jeder Spieler 10 Millionen Taler. Wie viel (Spiel-)Geld besitzt jeder Spieler nach 10 Runden?

In der Familienvariante existieren Zufallskarten. Durch diese besitzt Thierry bereits am Be-
ginn des Spieles eine fertige Fabrik (Investition) im Wert von 5 Millionen (die bereits in der
ersten Runde volle Einnahmen bringt). Bruce dagegen darf in der Einnahmen-Phase der 7.
Runde seine Einnahmen verdoppelt. Wer hat nun nach 10 Runden mehr Geld?

Dan verborgt an ihre Sitznachbarn Geld. Jeden Monat verborgt sie doppelt so viel, wie im
vorigen Monat verborgt war, und bekommt dafiir die zwei Monate alten Schulden plus 100%
Zinsen zuriick. Im ersten Monat hatten ihre Kollegen zusammen 2 FEuro Schulden bei ihr,
im zweiten Monat 3 Euro. Wieviel Geld wird sie im n-ten Monat verliechen haben? Welche
(mathematisch) interessante Folge wiirde sich ergeben, wenn im zweiten Monat insgesamt
4 FEuro verborgt gewesen wéren? Léisst sich dies verallgemeinern auf alle Fille, in denen im
zweiten Monat doppelt so viele offene Schulden existieren wie im ersten?

Die TU Graz bietet fiir die OMO Anfiinger- und Fortgeschrittenenkurse an. Zum Anfinger-
kurs kamen 2006/07 etwa 30 Leute, in den darauffolgenden Jahren jedes Jahr etwa 10%
weniger. Zum Fortgeschrittenenkurs kommen 40% der Teilnehmer des Anfingerkurses des
Vorjahres und 60% der TeilnehmerInnen des Fortgeschrittenenkurses des Vorjahres. Am ers-
ten Fortgeschrittenenkurs 2008/09 nahmen etwa 10 Personen teil. Falls diese Prozentwerte
gleich bleiben, wieviele Teilnehmer kénnen wir dann in den néchsten Jahren erwarten?
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