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Vorwort

Diese Unterlagen decken die zahlentheoretischen Grundlagen ab, die bei Mathematik-
Olympiaden immer wieder erforderlich sind.

Um das Erarbeiten des Stoffes in verschiedenen Etappen zu erleichtern, wurde versucht,
die ,Wichtigkeit der einzelnen Themen typographisch zu kennzeichnen — wohl wissend,
dass eine solche Wertung immer subjektiv und damit gefdahrlich ist.

Der Stoff, der bereits beim ersten Teil des Bundeswettbewerbs erforderlich sein kann,
wurde als ,unmarkierter Text gesetzt.

In kleinerer Schriftart wurden Stoffgebiete gesetzt, die typischerweise erst beim zweiten Teil
des Bundeswettbewerbs und bei internationalen Bewerben auftreten.

Zuséatzlich gekennzeichnet wurden manchmal niitzliche Resultate sowie lingere Beweise von Sét-
zen, die man notfalls auch ohne Kenntnis der Beweise bei Bewerben anwenden kénnen sollte. Dennoch
lohnt sich ein Durcharbeiten dieser Beweise, weil dies jedenfalls das Verstédndnis verbessert.

Graz, April 2005 Clemens Heuberger

1 Teilbarkeit

1.1 Grundbegriffe

Definition 1.1.1. Es seien a und b ganze Zahlen. Man sagt: a teilt b, wenn es eine ganze
Zahl g gibt, sodass a - ¢ = b, und schreibt dafiir a | b. Man nennt alle Zahlen a, die b teilen,

Teiler von b.

Der folgende Satz hélt einige einfache Tatsachen fest, die fast unmittelbar einsichtig
sind — dementsprechend kurz lassen sich die Beweise fiihren.
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Satz 1.1. Fir alle ganzen Zahlen a, b, ay, as, by, by und t gilt:
1. a|0;
Lalb <= a]|-b;
.alb <> ta|tb mitt#0;

. aus ay - as | b folgt ay | b;

ausa|bundb|c folgt alc;
aus a | by und a | by folgt a | (by £ by);

.aus a | (by + be) und a | by folgt a | by;

2
3
4
5. aus a | b folgt a | tb;
6
7.
8
9

. ausa|bundb#0 folgt |a| < |b].

Beweis. 1. a-0=0=a|0 (wegen 0 € Z).
2.ag=b <= a-(—q)=—b < a| —b (wegen (—q) € Z).
3. ag =b < (ta)q = (tb) <= ta | tb.
4. ajaq = b = ay(azq) = b= a; | b (wegen asq € 7).
5. Fir ¢t = 0 folgt die Behauptung aus (1), sonst aus (3) und (4): a | b= ta | tb = a | tb.
6. b= aq. Aus aq | ¢ folgt nach (4) auch a | c.
7. aqy = by und ags = by = by £ by = a(q1 £ ¢2), wobei (¢ + ¢2) € Z.
8. aqg="by +by,aqy =by = by =by + by — by = alq — q1), wobei (¢ — q1) € Z.

9. Aus aq = b folgt |ag| = |b], also |a] - |q| = |b|. Wegen b # 0 gilt ¢ # 0, somit |¢| > 1
und dadurch folgt aus |a| - [¢| = ||, dass |a| < [b].
[

Man sieht aus (9), dass es fiir b # 0 nur endlich viele Teiler von b geben kann, weil nur
endlich viele ganze Zahlen die notwendige Bedingung |a| < |b| erfiillen.

Allein die Kombination der Teilbarkeitsregeln in Satz mit Grofenordnungsiiberle-
gungen fithrt bei vielen Olympiadeaufgaben zum Ziel.

Aufgabe 1.1.2. Finden Sie alle Paare ganzer Zahlen (z,y), die der Gleichung
1 +2%y =2+ 20y +22 +y

geniigen. (Grofibritannien 2001/2002, Zweite Runde, Beispiel 2.)
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Lésung. Da y nur linear in der Gleichung vorkommt, kénnen wir die Gleichung zu einer
Teilbarkeitsaufgabe umschreiben, indem wir y herausheben:
y(2® —2x — 1) =2® + 22 — 1.

Dabher teilt 22 — 2z —1 die Zahl 2?4 2x — 1. Fiir grofie x sind 22 — 2z —1 und 2>+ 2x — 1 etwa
gleich grofs. Wir betrachten daher deren Differenz, die laut Satz auch von 22 — 2z — 1

geteilt wird:
(2 =22 —1)| (2" + 22— 1) — (2" — 2z — 1)) = 4.

Somit erhalten wir 4z = 0 (und damit die Losung (z,y) = (0,1)) oder
|2* — 22 — 1] < |4a|.

Die linke Seite 22 — 2z — 1 = (x — 1) — 2 ist fiir x € {0, 1,2} negativ, sonst positiv. Wir
tiberpriifen daher die x-Werte 1 und 2 und erhalten Losungen (z,y) € {(1,—1),(2,—-7)}.
Fiir x > 3 gilt

22 — 2z — 1 < 4z,
woraus (z — 3)? < 10 folgt. Es kommen daher nur z € {3,4,5,6} in Frage. Fiir negative =
gilt

z? — 22 — 1 < —4ux,
also (z + 1)? < 2, es kommen also nur z € {—2,—1} in Frage.

Durch Uberpriifen dieser endlich vielen Méglichkeiten erhélt man die Losungsmenge

{(_17 _1)7 (07 1)? (1’ _1)’ (2’ _7)’ (377)}
O]

In Z ist die Division bekanntlich nicht immer ausfiihrbar, weshalb man eine Division
mit Rest einfiihren kann, die im Bereich der ganzen Zahlen stets durchfiihrbar ist.

Satz 1.2 (Division mit Rest). Sei a eine ganze und b eine positive ganze Zahl. Dann
existiert genau ein Paar von ganzen Zahlen (q,r), sodass 0 <r < b unda="0b-q+r gilt.

Beweis. Zunachst wird die Existenz gezeigt: Sei ¢ die grofte ganze Zahl kleiner oder gleich
7, also ¢ = L%J, d.h.

a
Multiplikation mit b > 0 ergibt
bg<a<bg+b < 0<a—0bg<hb.

Setzt man r = a — bg, erhdlt man das gewiinschte 0 < r < b. Zu zeigen bleibt die Ein-
deutigkeit. Sei (¢/,7’) ein weiteres Paar ganzer Zahlen, das den Bedingungen geniigt. Dann
gilt

bg+r=a=0b+1r < blq—q)=1r"—r.
Aus 0 < r, 1" < bfolgt |r' —r| < b, somit auch |b(q — ¢')| < b, woraus ¢ = ¢’ und damit
r =1’ folgt. O
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Man nennt die Zahl ¢ Quotient und die Zahl r Rest von a bei der Division durch b und
sagt auch: a ldsst den Rest r bei Division durch b.

1.2 Grofiter gemeinsamer Teiler

Definition 1.2.1. Seien a und b ganze Zahlen. Die ganze Zahl c heikt gemeinsamer Teiler
von a und b, wenn ¢ | a und ¢ | b gilt.

Da es nur endlich viele Teiler von a bzw. b gibt (falls nicht beide 0 sind), gibt es auch
nur endlich viele gemeinsame Teiler, weshalb es einen grofsten gemeinsamen Teiler gibt:

Definition 1.2.2. Seien a und b ganze Zahlen, die nicht beide 0 sind. Dann nennt man
die grofste ganze Zahl, die gemeinsamer Teiler von a und b ist, den gréfiten gemeinsamen
Teiler von a und b und schreibt dafiir ggT(a, b).

Es gilt ggT(a,b) = ggT(|al, |b]), weil nach Satz [1.1[2) jeder Teiler von a bzw. b auch
Teiler von (—a) bzw. (—b) ist, daher auch von |a| bzw. |b|.

Da 1| aund 1| b, gilt sicher ggT(a,b) > 1.

Definition 1.2.3. Ganze Zahlen a und b, fiir die ggT(a,b) = 1 gilt, heiken teilerfremd
oder relativ prim.

Beispiel 1.2.4. 3 ist ein gemeinsamer Teiler von 30 und 45; der grofite gemeinsame Teiler
von 30 und 45 ist ggT(30,45) = 15; die Zahlen 15 und 16 sind teilerfremd.

Euklid gab in seinen ,Elementen” eine Mdoglichkeit an, den ggT zweier natiirlicher Zah-
len einfach zu bestimmen. Sie wird nach ihm ,,FEuklidscher Algorithmus* genannt. Basis ist
der folgende Satz:

Satz 1.3. Seien a und b ganze Zahlen, nicht beide 0. Fir alle ganzen Zahlen k gilt

geT(a,b) = ggT(b,a — k).

Beweis. Sei r = a — bk, dy = ggT(a,b) und dy = ggT(b,r). Da d; | a und d; | bk, gilt nach
Satz (7) dy | r = a — bk. Da d; gemeinsamer Teiler von b und r ist, gilt dy > d;. Es gilt
aber auch a = bk + r. Daher gilt analog wie oben ds | a, also gilt dy < d;. Zusammen gilt
dy = ds. O

Wé&hlt man fiir £ den auf die néchste ganze Zahl (kaufménnisch) gerundeten Quotienten
von a und b (bezeichnet als [a/b]), so kommt man besonders schnell zum Ziel.

Aufgabe 1.2.5. Man finde den groften gemeinsamen Teiler von 2005 und 197 (ohne Prim-
faktorzerlegung).
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Losung.

2005

ggT(2005,197) = 97

197, 2005 — { w 197) = ggT(197,2005 — |10.1...] - 197)

geT(197, 2005 — 10 - 197)
197
35

gT(

(

= ggT(197,35) = ggT(35,197 — {

= ggT(35,197 — 6 - 35) = ggT(35, —13) =
E
(1,

—‘ 35) = ggT (35,197 — |5.6...] - 35)
= ggT(35,13) = ggT(13,35 — 3 - 13) = ggT(13, —4)
= ggT(13,4) = ggT (4,13 — 3 -4)
=ggT(4,1) =ggT(1,4—4-1) =ggT(1,0) = 1.
[

Aufgabe 1.2.6. Man zeige, dass je zwei aufeinanderfolgende ganze Zahlen teilerfremd sind.

Lésung. Fir jede ganze Zahl z gilt ggT(x + 1,2) = ggT(x, (z + 1) — z) = ggT(x,1) = 1,
also sind zwei aufeinanderfolgende ganze Zahlen stets teilerfremd. ]

Man kann bei der Durchfithrung des euklidschen Algorithmus einfach zusétzliche In-
formationen berechnen, die sich in spéterer Folge als niitzlich herausstellen werden. Man
nennt dies den erweiterten EUKLIDschen Algorithmus.

Satz 1.4. Seien a > b positive ganze Zahlen. Setze

klde o, oy
0l a 1 O
116 0 1

und fir k > 1 rekursiv qx := |dg_1/dg] und

| din Thi1 Yk+1
‘ dr—1— qedy Tk-1 — Tk Ye-1 — WYk

Dann gibt es ein K > 1, sodass dx.1 = 0. Es gilt ggT(a,b) = dx = rxa + yxb.

Beweis. Da 0 < dy_1 — qrdr < dj folgt, dass 0 < dyyq < di fiir £ > 0. Damit gibt es
ein K > 1, sodass dgy1 = 0. Nach Satz gilt ggT(dy_1,dr) = ggT(dy, dgs1) und damit
induktiv ggT(a,b) = geT(dk,dr+1) = ggT(dk,0) = dg. Weiters gilt di, = axy + by
fiir alle £ > 0, wie man leicht durch vollstiandige Induktion zeigen kann. Daher gilt auch
dK =Tga -+ yKb. ]

Das obige Verfahren berechnet also nicht nur den groften gemeinsamen Teiler von a
und b, sondern auch zwei ganze Zahlen (,Kofaktoren“) z und y, sodass ggT(a, b) = za+yb,
was spater immer wieder niitzlich sein wird. Bené6tigt man x und y jedoch nicht, so muss
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man natiirlich nur die dy, k£ > 0, berechnen. Man kann natiirlich statt der Abrundung ¢, =
|di—1/d)| auch wieder kaufménnisch runden, dadurch wird die Rechnung meist kiirzer,
man bezahlt mit dem vermehrten Auftreten negativer Vorzeichen.

Aufgabe 1.2.7. Bestimme den ggT(2005, 197) mit den Kofaktoren.

Losung.
k dy, T Yk
0 | 2005 1 0
1| 197 0 11]-(=10)
2 35 1 —-10| -(—6)
3| —-13 —6 61| -(+3)"
4| —4 —17 173 ] -(=3)
5/ =1 45 —458| -(—4)
6 0

also gilt ggT(2005,197) = 1 und —1 = 45 - 2005 + (—458) - 197 und daher

1 = —45-2005 + 458 - 197.

]

Definition 1.2.8. Unter dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen kgV(a,b) zweier Zahlen
a und b (nicht beide 0) versteht man die kleinste positive Zahl, die sowohl von a als auch

von b geteilt wird.

Bei der Bestimmung des grokten gemeinsamen Teilers von zwei Binomen z* — y® und 2® — ¢®

kann man einfach den gréfiten gemeinsamen Teiler der Exponenten bilden, wie die folgende manchmal
niitzliche Proposition zeigt.
Proposition 1.2.9. Seien x, y teilerfremde ganze Zahlen und a, b positive ganze Zahlen mit d =

ggT(a,b). Dann gilt
ggT({L‘a _ ya’xb _ yb) _ :L‘d _ yd.
Beweis. Es gibt ganze Zahlen r und s, sodass

ra—sb=d.
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kbnnen wir annehmen, dass r und s positiv sind.
Wir setzen
T — yo
Offensichtlich sind v und v ganze Zahlen. Es gilt

’U,(.’)Sa _ ya) _ U(:L‘b _ yb) — T _ yar _ xd(xbs _ be) _ ybs(xd _ yd).

Somit ist ggT (2 — y¢, x® — y°) ein Teiler von y** (29 — y?). Da x und y teilerfremd sind, ist auch
Y’ zu ggT(2® — y?, 2® — yP) teilerfremd, und wir erhalten (streng genommen verwenden wir hier

bs
Satz der erst im nichsten Abschnitt bewiesen wird)

geT(z® —y*,2® — ) | (z* — y?).

Da aber 2% —y? ein gemeinsamer Teiler von 2% —y® und 2? —y? ist, folgt die Aussage des Lemmas.
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1.3 Primfaktordarstellung

Eine der wichtigsten Eigenschaften der Zahlentheorie ist der Satz iiber die eindeutige Prim-
faktordarstellung.

Satz 1.5 (Eindeutige Primfaktorzerlegung). Jede positive ganze Zahln lisst sich eindeu-
tig als Produkt

n= Hpap, mit a,, > 1
pin

aller ihrer zu einer bestimmten Potenz erhobenen Primteiler darstellen.

So vertraut dieser Satz auch sein mag, ist er dennoch keineswegs eine ganz einfache
Konsequenz aus den vorangegangenen Definitionen und erfordert daher einen Beweis. Die
Teilschritte des Beweises bestehen aus kleinen Resultaten, die immer wieder niitzlich sind.
Mochte man bei der ersten Lektiire die eindeutige Primfaktordarstellung einfach , glauben®,
so liberlege man sich dennoch, wie sich diese Teilresultate aus der eindeutigen Primfaktor-
darstellung ableiten lassen.

Beispiel 1.3.1. 2004 = 4-3-167 = 22 -3 - 167.

Satz 1.6. Seien a, b und ¢ ganze Zahlen und es gelte ¢ | ab sowie ggT(a,c) = 1, dann
gilt ¢ | b.

Beweis. Wegen Satz gibt es ganze x und y, sodass

geT(a,c) =1=ax+cy < b= abx + bey.

Aus ¢ | abz und ¢ | bey folgt nach Satz (7), dass ¢ | (abx + bcy), also ¢ | b. O
Ist nun ¢ eine Primzahl p (im Folgenden stehe p immer fiir eine Primzahl, wenn nicht
ausdriicklich anders angemerkt), so schreibt sich dieser Satz als

plabApta=plb, (1.3.1)

denn ggT(a,p) = 1 ist zu p 1 a dquivalent, weil die positiven Teiler einer Primzahl nach
Definition nur 1 und p sind.
Was nun fiir zwei Faktoren gezeigt wurde, lésst sich verallgemeinern:

Satz 1.7. Es seien p eine Primzahl und ay, as,..., a, ganze Zahlen und es gelte p |
ajas - - - a,. Dann gibt es ein i, sodass 1 <i <mn undp | a;.

Beweis. Dieser Satz kann mit vollstdndiger Induktion iiber n bewiesen werden.

Basis: Fiir n = 1 ist die Aussage dquivalent zu p | a; = p | a1, was eine wahre Aussage ist.

Annahme: Der Satz gelte fir n =k — 1, d. h. aus p | ajas - - - ax—1 folgt die Existenz eines i mit
1<i<k—1undp|a,.

Schluss von k — 1 auf k: Es gelte p | (ajag---ar—1)ax. Gilt nun p | ag, so existiert ein ¢ mit
der geforderten Eigenschaft, nimlich i = k. Gilt allerdings p { ax, so folgt nach (1.3.1), dass p |
ajas - - -ag—1, woraus nach der Induktionsannahme folgt, dass ein 7 existiert, sodass 1 < i < k—1
und p | ;. In jedem der beiden Félle wurde die Existenz eines ¢ mit der geforderten Eigenschaft
gezeigt, weshalb der Satz auch fiir n = k gilt. O

Schlieflich kénnen wir nun den Satz liber die eindeutige Primfaktordarstellung beweisen.
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Beweis von Satz[I.3 Fiir n = 1 gibt es keinen Faktor, der der Bedingung p | n geniigt, daher ist
das Produkt auf der rechten Seite leer, womit es nach Definition gleich 1 ist.

Zunichst wird die Existenz einer Darstellung gezeigt: Fiir n = 2 gilt n = 21. Sei nun k die kleinste
Zahl, fiir die es keine Primfaktordarstellung gibt. Dieses k ist also insbesondere keine Primzahl. Damit
gibt es 1 < d; < ds < k, sodass k = dj - d3. Da diese d; und dy kleiner als k sind, besitzen sie nach
Induktionsannahme eine Primfaktordarstellung, also

=10  d=]]r"

pln pln

wobei 3, > 0 und 7, > 0 (wir haben méglicherweise einige zusitzliche Faktoren p® eingefiigt, was
aber nichts ausmacht). Multipliziert man die beiden Darstellungen, erhélt man (mit oy, := 8, + )
eine Primfaktordarstellung von k.

Die Eindeutigkeit ergibt sich folgendermafen: Fiir n = 2 kann keine héhere Potenz von 2 oder ein
anderer Primfaktor als 2 im Produkt auftreten, weil dieses damit grofer als 2 wiirde. Sei nun wieder
k die kleinste Zahl, fiir die es (nicht nur durch die Anordnung) verschiedene Primfaktorzerlegungen
gibt:

k=ptps?...pon = qlﬁlqu . ..qfn’"7 mit p;, ¢; Primzahlen und aq,..., a0, 81,.-.,8m > 1

Es gilt nun

pilalrah? . gl

weshalb es nach Satz ein ¢; gibt, sodass p; | ¢;. Daraus folgt aber, dass p; = g¢;, weshalb

ﬁ = ﬁ < k zwei verschledene Primfaktorzerlegungen haben miisste, was ein Wlderspruch zur

Annahme ist, dass k die kleinste Zahl mit dieser Eigenschaft ist. O

Konsequenzen aus der eindeutigen Primfaktordarstellung

Manchmal lasst man das Produkt iiber alle Primzahlen laufen und setzt bei den tiberfliis-
sigen Primfaktoren o, = 0:

[T~

p prim

Man schreibt auch v,(n) = «,,, wenn p genau mit dem Exponenten o, in der Primfak-
tordarstellung von n auftritt.

Teilbarkeit, gemeinsame Teiler und gemeinsame Vielfache lassen sich nun ganz einfach
durch die Primfaktordarstellung ausdriicken.
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Satz 1.8. Seien a und b positive ganze Zahlen mit den Primfaktordarstellungen

a= 1] r o= »"

p prim p prim

mit oy, By > 0.
Dann gilt:

alb <= Vp:a, <p,
ggT a, b H pmln ap, /Bp

P pmm

kgV(a,b) H prax(@pp)

P pmm

Beweis. Wir betrachten zunichst die erste Aquivalenz und nehmen an, dass a | b. Gibe es
eine Primzahl ¢ mit a; > f3,, so folgte nach Satz[1.13)

11>

p#q
was wegen Satz zu einem Widerspruch fiihrt. Die Umkehrung ist selbstversténdlich.
Daraus folgen sofort auch die Darstellungen von ggT und kgV. O

Aufgabe 1.3.2. Finden Sie alle ganzen Zahlen x, y und z, sodass

13 N 1996 =z
x2  y2 1997

(Griechenland 1997)

Lésung. Durch Ausmultiplizieren erhalten wir
1997(13y* + 19962?) = x%y°z. (1.3.2)
Daraus folgt sofort
2?13 -1997 - 2.

Sei p eine Primzahl. Da 13 und 1997 prim sind, gilt 2v,(z) = v,(2?) < v,(13 - 1997 - y?) =
v,(13 - 1997) + v,(y?) < 1+ 2v,(y). Da v,(z) und v,(y) ganzzahlig sind, folgt daraus
vp(z) < v,(y) fiir alle p. Daher ist z ein Teiler von y und wir schreiben y = ux fir ein
ganzzahliges u. Somit schreibt sich ((1.3.2)) nach Kiirzen von 22 als

1997(13u 4 1996) = u’z?2.

Daraus folgt, dass u? ein Teiler von 1996-1997 = 22.499-1997 ist; nach demselben Argument
wie oben folgt, dass u | 2, also u? € {1,4}. Im Fall u?> =1 (also y = +x) folgt

1997 - 2009 = 72 - 41 - 1997 = x°z,
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also (wieder nach demselben Argument) z | 7, somit € £{1,7} und y = £z. Im anderen
Fall u? = 4 erhalten wir
1997 - 2048 = 2'1. 1997 = 4222,

weshalb z ein Teiler von 2* ist.
Somit ergibt sich als Losung

(z,y,2) € {(£1,£1,1997 - 2009), (£7, £7,41 - 1997), (1, +2,1997 - 512),
(£2, 44,1997 - 128), (+4, £8,1997 - 32), (+8, +:16,1997 - 8),
(£16,£32,1997 - 2)},

wobei alle Vorzeichen jeweils unabhéngig sind. [

Mit der eindeutigen Primfaktordarstellung lassen sich auch folgende Resultate leicht
beweisen.

Satz 1.9. Aus a|cundb]|c folgt kgV(a,b) | c

Beweis. Wir schreiben ¢ = Hp orim P77+ Nach Satz gilt fiir alle p, dass v, > «a, und
» > Bp, woraus 1, > max(ay, 3,) und mit Satz[1.§ u d1e Behauptung folgt. ]

Satz 1.10. Aus ggT(a,c) =1 und ggT(b,c) =1 folgt ggT(ab,c) = 1.

Beweis. Sei p | ab und p | ¢. Nach Satz folgt daraus p | a oder p | b. Das ist ein
Widerspruch zu ggT(a,c) = ggT(b,¢) = 1. ]

Die letzten beiden Sétze lassen sich mit vollstandiger Induktion auf n Faktoren verall-
gemeinern.

Wir haben v, (a) als die Potenz der Primzahl p in der Primfaktordarstellung einer ganzen Zahl
a definiert. Fiir diese Funktion v, gelten folgende niitzliche Rechenregeln, wobei die ersten beiden
an Rechenregeln fiir Logarithmen erinnern.

Satz 1.11. Sei p eine Primzahl, a und b ganze Zahlen und n eine natirliche Zahl. Dann gilt:
1. vp(a-b) = vpla) + uy(b),
vpla”) = n - vy(a),
vpla+b) > min(uy(a), vy (b)),
vpla+ b) = min(vy(a), vy(b), falls v,(a) # vy().

*?\PSN

Beweis. Wir schreiben a = v,(a) und 8 = v,(b). Es gilt also a = p® - ¢ und b = p? - d fiir ganze
Zahlen ¢ und d, die nicht durch p teilbar sind.

1. Esgilt a-b=p**?.c.dund c-d ist nicht durch p teilbar. Damit gilt v,(a-b) = a + 3 =
0p(@) + 1y D).

2. Das folgt aus dem ersten Teil durch Induktion nach n.
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3. Wir nehmen ohne Beschrankung der Allgemeinheit an, dass o < 5. Dann ist a+b = p®(c+
p?~%d), womit a + b jedenfalls durch p® teilbar ist, d.h., vy(a +b) > o = min(vy(a), v,(b)).

4. Wir koénnen jetzt ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass o < g gilt. Wir
wissen aus dem vorigen Punkt, dass v,(a+b) > «, dass also a+ b durch p® teilbar ist. Falls
a+ b durch p®*! teilbar wire, so wiire auch a = (a 4 b) — b als Differenz zweier durch p®+!
teilbarer Zahlen durch p®*! teilbar (da b durch pP teilbar ist und 8 > a + 1, ist b auch
durch p®*! teilbar), was ein Widerspruch ist.

2 Kongruenzen

2.1 Grundbegriffe

Definition 2.1.1. Sei m eine positive ganze Zahl. Zwei ganze Zahlen a und b heifen
kongruent modulo m, wenn m | a — b. Man schreibt

a=b (modm).
Zahlen a und b, die nicht kongruent modulo m sind, heiffen inkongruent, wofiir man
azb (modm)

schreibt.

Satz 2.1. Sei m eine positive ganze Zahl. Dann ist jede ganze Zahl a zu genau einer der
m Zahlen 0, ..., m — 1 kongruent.

Beweis. Durch Division mit Rest (Satz gibt es ganze Zahlen ¢ und 0 < r < m, sodass
a = gm + r. Daraus folgt sofort « = r (mod m) mit einem passenden r. Angenommen, a
wére zu zwei Zahlen 1 und ro mit 0 < 1,79 < m kongruent. Dann gilt m | (a — r1) und
m | (a — ry), also nach Satz auch m | (r; — ). Da —m < r; — ry < m, folgt daraus
ry —ro = 0, also waren r; und ry gleich. O

Man bezeichnet die Menge aller zu a (modulo m) kongruenten ganzen Zahlen als die
Restklasse von a modulo m und schreibt

a:={rx€Z:a=x (modm)}.

Wir haben eben gesehen, dass es genau die m Restklassen 0, 1, ..., m — 1 gibt.
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2.2 Rechenregeln fiir Kongruenzen

Satz 2.2. Seien a, b, ¢, d, e, f und t ganze Zahlen und k eine positive ganze Zahl und
es gelte a = b (mod m) und ¢ = d (mod m), so gilt:

1. a+c=b+d (mod m) sowie a —c=b—d (mod m).
ac = bd (mod m).
Gilt k | m, so folgt aus a =b (mod m) auch a =b (mod k).

t-a=t-b (mod |t| -m), wobeit # 0.

S N

Gilt ggT(k,m) =1 und ke = kf (mod m), so gilt auch e = f (mod m).

Beweis. 1. Nach Satz[1.1](7) folgt aus m | (a—b) und m | (c—d), dass m | (a—b)%(c—d)
und somit m | [(a +¢) — (b £ d)].

2. Nach Satz (5) folgt aus m | (a —b) und m | (¢ — d), dass m | ¢- (a — b) und
m | b (c—d), woraus nach Satz|L.1| (7) m | (ac—bc+ be—bd) und somit m | (ac— bd)
folgt.

3. Aus k| m und m | (a — b) folgt nach Satz[L.1] (6) k| (a —b).
4. m|(a—>b)=tm|tla—>b)=|t|-m] (ta —tb)

5. Aus m | k- (e — f) und ggT(k,m) = 1 folgt nach Satz[L.6|m | (e — f).
[

Die Rechenregeln (1) und (2) lassen sich durch Induktion auf n Summanden bzw.
Faktoren verallgemeinern:
Aus a; = b; (mod m) fir 1 <14 < n folgt

und . .
Hai = Hbi (mod m).
i=1 i=1

Insbesondere folgt aus a = b (mod m) fiir alle natiirlichen Zahlen n, dass a™ = b™ (mod m).

Aufgabe 2.2.1. Zeigen Sie, dass fiir jede positive ganze Zahl n die Zahl
121" — 25" 4+ 1900™ — (—4)"

durch 2000 teilbar ist. (Grofbritannien, 2000).
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Lésung. Es gilt 2000 = 2* - 53 und eine Zahl ist genau dann durch 2000 teilbar, wenn sie
durch 2* und durch 5° teilbar ist (Satz[L.9). Wir setzen z,, = 121" — 25" 4+ 1900" — (—4)".
Modulo 2% = 16 gilt fiir n > 2

2y = 121" — 25" + 1900" — (—4)"=9"—9"+0—0=0 (mod 16),

weil 121 =112+9=7-164+9=9 (mod 16) und 16 | 1900" und 16 | (—4)". Fiir n > 2 ist
z,, daher durch 16 teilbar.
Modulo 53 = 125 gilt fiir n > 2

T, = 121" — 25" +1900" — (—4)" = (=4)" = 04+0— (=4)" =0 (mod 5%),

die Zahl z,, ist also durch 53 teilbar.
Nach der Vorbemerkung ist also die Behauptung fiir n > 2 bewiesen. Fiir n = 1 sieht
man durch Einsetzen, dass z; = 2000, was klarerweise auch durch 2000 teilbar ist. O]

Satz 2.3. Stellt man eine natirliche Zahl a als
a=a,10" + ap,_1 10"t + ... 4+ a310% + a; 10! + aq
wm Dezimalsystem dar und schreibt dafiir kurz
a = (apap_1 ... asa1a0)10,
so gilt:
1. a =ag (mod 2 bzw. 5)
a = (a1ap)10 (mod 4)

a = (asaiag)ip (mod 8)

a=ay—a;+ay—+...+a, (mod 11)

2.
3.
4. a=ap+a, 1+ ...+ay+a;+ay (mod 3 bzw. 9)
5.
0.

a = (asaya0)10 — (asagas)io + (asarag)io — + ... (mod 7 bzw. 13)

Beweis. 1. Wegen 10 = 0 (mod 2 bzw. 5) gilt a;,10¥ =0 (mod 2 bzw. 5) fiir alle k > 1.
Daher gilt a = @, 10" + -+ a;10' + a9 =0+ --- + 0+ ag (mod 2 bzw. 5).

2. Wegen 4 | 100 und 100 | 10" fiir alle k > 2 gilt a;,10F = 0 (mod 4) fiir alle k > 2.
Daher gilt a =040+ --- 4+ 10a; + ap = (a1a9)10 (mod 4).

3. 81000 und dann weiter wie bei 2.

4. Wegen 10 = 1 (mod 3 bzw. 9) gilt 10¥ = 1¥ = 1 (mod 3 bzw. 9) fiir alle k& > 1.
a=0a,10"+ - +a;10" + a9 = ay, + ap_1 + -+ +as +a; + ag (mod 3 bzw. 9).
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5. Wegen 10 = —1 (mod 11) gilt 10* = (—1)* (mod 11), also a = ag + a;10* + --- +
a, 10" =ag—a; +ay —+--- +a, (mod 11).

6. Wegen 1000 = —1 (mod 7 bzw. 13) gilt: 10%*
(a2a1a0)10+103(a5a4a3)10+103'2(a8a7a6)10+- .
+--- (mod 13 bzw. 7).

(—=1)* (mod 7 bzw. 13), daher a =

(aza1a9)10—(asasas) 10+ (asarag) 10—

O
Daraus folgen unmittelbar die bekannten Teilbarkeitsregeln:
Eine Zahl ist genau dann
durch ... teilbar, wenn es ... ist.
2 bzw. 5 ihre letzte Ziffer
4 die Zahl aus ihren letzten beiden Ziffern
8 die Zahl aus ihren letzten drei Ziffern
3 bzw. 9 ihre Ziffernsumme
11 ihre alternierende Ziffernsumme (Querdifferenz)
7 bzw. 13 die alternierende Summe ihrer Dreierblécke
3 Losen von Kongruenzen
3.1 Lineare Kongruenzen
Unter einer linearen Kongruenz versteht man einen Ausdruck der Form
ar=b (mod m), (3.1.1)

wobei die ganzen Zahlen a und b sowie der Modul m gegeben sind und alle ganzen = gesucht
werden, die obige Aussage erfiillen.

Es sind notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Losbarkeit einer solchen
linearen Kongruenz sowie die Anzahl der inkongruenten Lésungen modulo m interessant.

Wir setzen d := ggT(a, m). Nehmen wir zunéchst an, dass eine Losung x besitzt.
Dad | aund d | m | ax — b folgt nach Satz auch d | b. Letztere Bedingung ist also
notwendig fiir die Losbarkeit der Kongruenz.

Wir nehmen jetzt umgekehrt d | b an. Nach Satz gibt es ganze Zahlen x’ und y,
sodass

d = ggT(a,m) = ax’ — my. (3.1.2)

Schreiben wir ¢’ := b/d, was ja nach Annahme eine ganze Zahl ist. Multiplizieren wir die
Gleichung mit b', so erhalten wir b = db/ = a(b'z’) — m(yb'), es ist damit x = bz’
eine Losung von (3.1.1)).

Daher ist d | b auch hinreichende Bedingung fiir die Losung. Es bleibt noch die Frage
nach der Anzahl der Losungen. Dabei ist klar, dass mit x auch jedes Element der Restklasse
Z eine Losung ist. Interessant ist also die Anzahl inkongruenter Losungen modulo m.
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Sei xq eine (fixe) Losung, zum Beispiel die oben gefundene, und z eine weitere Losung
von (3.1.1]). Dann gilt ax = b = azy (mod m), woraus m | a - (z — x) folgt. Wir schreiben
d' =a/dund m’ = m/d. Nach Satz[L.1](3) gilt auch m’ | a’-(z—2¢) und wegen ggT(a’,m’) =
1 folgt nach Satz

m' | (x —xg) <= =0 (modm).

Alle Losungen haben daher die Form z;, = z¢ + km’ mit einem ganzen k. Jedes dieser
xy, k € Z, ist auch tatséchlich Losung, denn azy = d'd(zg + km') = (d'd)zo + ka'(m'd) =
axg + ka’'m = b (mod m).

Zwei Losungen x; und z; sind genau dann kongruent modulo m, wenn im' = jm/
(mod dm’), also i = j (mod d). Es gibt damit genau d inkongruente Lésungen modulo m,
namlich g, x1, ..., T4_1.

Zusammenfassend gilt:

Satz 3.1. Die lineare Kongruenz axr = b (mod m) ist genau dann losbar, wenn
ggT(m,a) | b. In diesem Fall gibt es genau ggT(m,a) inkongruente Lésungen modulo
m.

Im wichtigen Spezialfall b = 1 gilt ggT(m,a) | b natiirlich genau dann, wenn
ggT(m,a) = 1. Wir erhalten also:

Korollar 3.1.1. Seien a und m > 1 ganze Zahlen. Es gibt genau dann ein ganzes x mit
ar =1 (mod m),
wenn ggT(a,m) = 1. In diesem Fall gibt es genau eine Lisung x modulo m.

Diese eindeutige Losung = wird manchmal auch als ™! oder 1/a bezeichnet.

Aufgabe 3.1.2. Man bestimme alle Losungen der Kongruenz
10z =46 (mod 128).

Liosung. Da ggT(128,10) = 2 | 46, besitzt die Kongruenz Losungen, und zwar genau
ggT(128,10) = 2 modulo 128. Wir dividieren die gesamte Kongruenz (inklusive des Moduls)
durch 2 und erhalten

b =23 (mod 64).

Wir fithren nun den Euklidschen Algorithmus fiir 64 und 5 aus:
64=1-64+ 0-5

5=0-64+ 1-5|-(—13)
“1=1-64—13-5.

Offensichtlich gilt 13-5 =1 (mod 64), also 23-13 -5 = 23. Wir erhalten damit als Losung
x=23-13 =299 =43 (mod 64).
Die Losungen modulo 128 sind daher 43 und 43 + 64 = 107. ]
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3.2 Simultane Kongruenzen

Unter einer simultanen Kongruenz versteht man ein System von linearen Kongruenzen

r=a; (mod my)

z=ay (modmy) (3.2.1)

r=a, (modm,),

fiir die alle Losungen = € Z bestimmt werden sollen, die samtliche Kongruenzen gleichzeitig
16sen.

Ein solches System kann, muss aber keine Losungen haben. Beispielsweise gibt es fiir
das System

r=2 (mod 3)
=1 (mod9)

keine Losung, da aus = 1 (mod 9) auch x = 1 (mod 3) folgt, weshalb 2 =2 =1 (mod 3)
gelten miisste. Daher ist es sinnvoll, nur paarweise teilerfremde Moduln zuzulassen.

Satz 3.2 (Chinesischer Restsatz). Seien my, ..., m, paarweise teilerfremde positive
Zahlen und aq, ..., a, ganze Zahlen. Dann qibt es genau ein x modulo mimoms - - - m,,
sodass

r=a; (modm;) firj=1,....n
qgilt.

Beweis. Wir beweisen die Existenz einer Losung durch Induktion nach n. Fir n = 1 ist
nichts zu zeigen. Wir zeigen nun den Schritt von n auf n + 1. Setze M := m; - - -m,,. Nach
Induktionsvoraussetzung gibt es ein A € Z mit A = a; (mod m;) fir j =1, ..., n. Wir
wahlen den Ansatz x = A + y - M mit einem unbekannten y € Z. Dieses x erfiillt wegen
der Wahl von A jedenfalls die Kongruenz

r=A+y-M=A=a; (mod a,), firj=1,...,n.
Wir haben also alle Freiheiten bei der Wahl von y, um die letzte Kongruenz
r=A+4+y-M=a,; (modm,,1)
zu erfiillen. Diese ist aber dquivalent zu
y-M=any —A (mod myyq),

und diese Kongruenz ist laut Satz 16sbar, weil laut Voraussetzung ggT(M,m,41) =
ggT(my - My, mppr) = 1 gilt.
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Zum Beweis der Eindeutigkeit nehmen wir an, dass ein 2’ € Z ebenfalls die Kongruenzen
' = a; (mod my) fiir j = 1,..., n erfiillt. Daraus folgt aber 2’ = a; = x (mod m;), also

m; | (z — )
fir j = 1,..., n. Da die Moduln paarweise teilerfremd sind, schlieffen wir, dass
my---my | (x—2),
die Zahlen x und 2z’ sind daher modulo my - - - m,, kongruent. ]

Aufgabe 3.2.1. Bestimme alle ganzen Zahlen z, die die simultanen Kongruenzen

=1 (mod 2)
r=3 (mod5)
=2 (mod7)

erfullen.

Liosung. Wir setzen xo = 1+ 2 - yy (dies erfiillt offensichtlich die erste Kongruenz) und
stellen fest, dass ys so gewahlt werden muss, dass

2yp =2 (mod 5).

Diese Kongruenz hat offensichtlich die Losung y» = 1 und wir erhalten z5 = 3.
Nun setzen wir x3 = x5 + 2 -5 y3 = 3 + 10y3 an und miissen

3+10y3=2 (mod7) <= 3ys;=—-1 (mod 7)

16sen. Die Losung y3 = 2 kann man erraten (oder den Euklidschen Algorithmus anwenden!).
Somit erhielten wir x = x3 = 23. Diese Losung ist Modulo 2 -5 -7 = 70 eindeutig. ]

Die Bedeutung des chinesischen Restsatzes liegt nicht nur in der konkreten Losung
eines Systems simultaner Kongruenzen, sondern er erlaubt auch, eine Fragestellung mo-
dulo m = p{*---py’ in 7 simultane Kongruenzen modulo p{"', ..., p® zu zerlegen, dort
die geforderte Untersuchung durchzufiithren, und am Schluss das Resultat mit Hilfe des
chinesischen Restsatzes wieder modulo m zusammenzusetzen.

4 Zahlentheoretische Funktionen

4.1 Eulersche p-Funktion

Definition 4.1.1. Sei m eine positive ganze Zahl. Die Anzahl der 0 < a < m mit
ggT(a, m) = 1 bezeichnet man mit p(m).

Man bezeichnet die 0 < a; < ... < aym) < m, fiir die ggT(a;,;m) = 1 gilt, als prime
Reste modulo m. Da nach Satz ggT(a,m) = ggT(x,m) fir alle € a, bezeichnet man
ay,...,0ym) als prime Restklassen modulo m.
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Fiir m = 1 ergibt sich aus der Definition ¢(1) = 1.

Satz 4.1. Sei p eine Primzahl und o« > 1. Dann gilt

e(p*) =p"p-1).

Beweis. Unter den positiven Zahlen < p® sind genau jene zu p® teilerfremd, die nicht von
p geteilt werden. Positive Vielfache von p, die < p® sind, sind 1-p,2-p,...,p* ! - p und
ihre Anzahl betriagt p®~!. Daher gilt:

@(pa) — pa _pozfl — pOzfl(p . 1)

Satz 4.2. Die p-Funktion ist multiplikativ, das heift:

p(mn) = p(m)p(n) fir ggT(m,n) =1.

Beweis. Seien 0 < @ < m und 0 < b < n. Nach dem chinesischen Restsatz gibt es
genau ein 0 < z < mn, sodass © = a (mod m) und x = b (mod n).
Wir behaupten nun, dass

geT(z,mn) =1 <= ggT(a,m)=1und ggT(b,n) = 1. (4.1.1)

Nehmen wir an, dass 1 # d | a und d | m. Dann folgt wegen x = a (mod m) auch
d | x, wir haben also einen gemeinsamen Teiler von x und mn gefunden. Ist andererseits
p ein Primteiler von x und von mn, so folgt nach Satz dass p | m oder p | n. Ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit gelte Ersteres. Wegen p | z, p | m und @ = = (mod m)
gilt auch p | a. Wir haben also einen gemeinsamen Teiler von a und m gefunden. Somit ist
bewiesen.

Somit ist die Anzahl der zu mn teilerfremden Zahlen x mit 0 < = < mn gleich der
Anzahl der Paare (a,b) mit ggT(a,m) = ggT(b,n) = 1,0 < a <mund 0 < b < n.

Letztere Anzahl ist aber genau ¢(m)p(n). O
Dieser Satz lasst sich durch Induktion auf k paarweise teilerfremde Zahlen my, ..., my
verallgemeinern:

o(mimams ... myg) = @(my)p(me)e(ms) ... e(my).

Wir erhalten also zusammenfassend:

Satz 4.3. Gilt fir m die kanonische Darstellung
m=[[»™,
plm

so gilt:

pm)=1]r* ' p—1)=m-][] (1 - }9) :

plm plm

Insbesondere gilt: (p) = p — 1, wenn p Primzahl.
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Bewezs.

(m) = @(p"pa’°ps® .. o) = w1 )e(05?)p(P5°) - - p(h) =
=p0 = P (= D s — 1) p o — ) = [ [ 0 - D).

plm

]

Die -Funktion wird sich spéter bei der Untersuchung von Potenzresten (beim Satz von
Euler-Fermat) als niitzlich herausstellen.

4.2 Anzahl der Teiler 7(n)

Definition 4.2.1. Sei n eine positive ganze Zahl. Dann bezeichnet 7(n) die Anzahl der
positiven Teiler von n.

Satz 4.4. Sein eine positive ganze Zahl mit Primfaktordarstellung

n:Hpap mit o, > 1.
pln

Dann gilt
7(n) = [J(ap + D). (4.2.1)
pln
Insbesondere ist T eine multiplikative Funktion, also gilt T(m-n) = 7(m)-7(n) fir teiler-
fremde Zahlen m und n.

Beweis. Sei d eine positive Zahl mit Primfaktordarstellung d = Hp p®. Nach Satz ist
d genau dann ein Teiler von n, wenn

0<6,<a,

fiir alle Primzahlen p gilt. Fiir jeden Primteiler p von n haben wir also die a, +1 Moglich-

keiten 0, ..., o, fiir die Wahl von j3,. Daraus folgt (4.2.1).

Die Multiplikativitat von 7 sieht man entweder aus oder argumentiert direkt:
Jeder Teiler d von m - n fiir teilerfremde m und n kann eindeutig in ein Produkt d =a - b
zerlegt werden, wobei a ein Teiler von m und b ein Teiler von n ist. Umgekehrt ergibt sich
fiir jedes Paar (a,b), wobei a ein Teiler von a und b ein Teiler von b ist, genau ein Teiler

a-bvon m-n. Somit gilt 7(m -n) =71(m) - 7(n). O

Aufgabe 4.2.2. Bestimmen Sie alle positiven ganzen Zahlen n mit der Eigenschaft, dass
n = (r(n))*. (Kanada 1999/3)



4.3 Summe der Teiler o(n) 21

Lésung. Sei o, := v,(n). Da 7(n) =[], (a, + 1) (Satz 4.6), folgt

pln
Hp"‘p =n=r1(n)’= H(ozp +1)2.
pln pn

Da n offensichtlich eine Quadratzahl ist, ist «a, stets gerade, und damit n als Produkt
Hpm(ozp +1)? ungerade. Nun ist (a, +1)? im Allgemeinen deutlich kleiner als p®», wodurch
diese Gleichung nur in Ausnahmefillen stimmen wird. Praziser gilt fiir p > 3 und a;, > 2
nach dem binomischen Lehrsatz, dass

P = ((p— 1)+ 1) > 1+ ay(p— 1)+ 2@ =D

=20, + 1> (a, +1)°

(p—1)? > 1+ 20, + 20, (c, — 1)

Dabei gilt Gleichheit genau fiir p = 3 und a3 = 2. Damit sind die einzigen Losungen n = 1
und n = 9. ]

4.3 Summe der Teiler o(n)

Definition 4.3.1. Sei n eine positive ganze Zahl. Dann bezeichnet o(n) die Summe der
positiven Teiler von n.

Satz 4.5. Sei p eine Primzahl und o« > 1. Dann gilt

pcx—i—l _ 1

o(p*) = P

Beweis. Die Teiler von p® sind genau 1 = p°, p = p!, ..., p® Damit gilt

a+1
p¥ —1
@) =1 eyt -
o(p*)=1+p+--+p P
nach der Summenformel fiir die endliche geometrische Reihe. [

Satz 4.6. Die Funktion o ist multiplikativ, d.h. o(mn) = o(m)o(n) fir teilerfremde m
und n.

Beweis. Sei d ein Teiler von mn und d; = ggT(d, m) und dy = d/d;. Dann folgt aus dy | mn
nach Satz dass dy | n. Jeder Teiler d von mn kann somit als Produkt d = d; - dy eines
Teilers d; von m und eines Teilers ds von n geschrieben werden. Nach der eindeutigen
Primfaktordarstellung ist diese Darstellung eindeutig.

Damit haben wir

o(mn) = Z d= Z Z didy = Z dl(z dy) = Z dio(n) =o(n) Z dy = o(n)o(m).
djmn di|m d2|n dilm da|n di|m di|m

(Es wurde also die Summation so umgeordnet, dass jeweils d; herausgehoben werden konn-
te.) O
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Wie im Fall der ¢-Funktion erhdlt man somit eine Formel fiir o(n):

Satz 4.7. Sei n eine positive ganze Zahl mit Primfaktordarstellung

n:HpO‘P mit o, > 1.

pln

Dann gilt

4.4 Primfaktorzerlegung von Fakultiaten

In diesem Abschnitt soll die Primfaktorzerlegung von n! = 1-2---(n —1)-n firn > 1
angegeben werden.

Satz 4.8 (Legendre). Sein > 1 und p eine Primzahl. Dann gilt

lnnJ
Inp

RO L%J .

k=1

Beweis. Nach der eindeutigen Primfaktorzerlegung gilt

vp(n!) = v, (H £> = va(@.

Zu dieser Summe tragen alle Zahlen 1 < ¢ < n, die durch p teilbar sind, 1 bei, weiters alle
durch p? teilbaren Zahlen noch einen weiteren Summanden 1 usw. Durch p teilbar sind die
Zahlen p, 2p, ..., |n/p|-p (also |n/p]| Stiick), durch p? teilbar sind die Zahlen p?, 2p?, ...,
|n/p?] - p? (also |n/p?] Stiick) usw. Da unter den Zahlen von 1 bis n nur Vielfache von p*
mit p* < n vorkommen kénnen, wobei letzteres fiquivalent mit k¥ < Inn/Inp ist, brauchen
wir nur Exponenten k kleiner oder gleich |Inn/Inp| zu betrachten.

In Formeln:
D)= > k=) > 1= 1= > 1
=1 k=1 ¢=1 k=1 (=1 k=1 (=1 k=1 m:1<mpk<n
vp(O)=k vp(£) >k pF|e
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Aufgabe 4.4.1. Fiir natiirliche Zahlen a und b sei
(3a)!(4b)!
(ah)*(0)*

Man zeige: Fiir a < b ist Z(a,b) eine natiirliche Zahl. (35. Osterreichische Mathematische
Olympiade 2004, Bundeswettbewerb fiir Fortgeschrittene, Teil 1)

Z(a,b) =

Lésung. Sei p eine beliebige Primzahl und k eine positive ganze Zahl. Es gilt

daher auch

3a a 4b b
Lﬂﬁ 7| LTJZ”‘D—J

Summiert man tiber alle £ > 1, so erhélt man

0((3a)) =3 B_‘Z > 32 { J — 30,(a!) = vy ((a))?),

((48)) Z L‘j—” > 42 5| = 4000 = (o),

daher teilt (a!)3(b!)* die Zahl (3a)!(4b)!. Wegen b > a teilt (a!)*(b!)? die Zahl (a!)?(b!)* und
daher ebenfalls (3a)!(4b)!.

Variante: Man kann (3a)!/(a!)® auch als Multinomialkoeffizient deuten, d.h. die Anzahl
der Moglichkeiten, 3a Elemente in drei Klassen zu je a Elementen einzuteilen. Diese Anzahl
ist offensichtlich ganzzahlig. Analog geht man fiir (4b)!/(b!)* vor und benutzt dann wieder
die Annahme a < b. O

5 Potenzreste

5.1 Ordnung eines Elements

Wir versuchen hier, Regelméifigkeiten bei den Potenzen a* modulo m festzustellen.

Beispiel 5.1.1. Wir betrachten den Modul m = 9 und erhalten (wenn wir nur die Reste
modulo 9 betrachten) die in Tabelle [1| wiedergegebene ,Potenzierungstabelle modulo 9.

Die Zeilen fiir die Reste a = 0, 3 und —3 fiihren rasch zu 0. Jede Multiplikation davon
mit einem weiteren Faktor a fithrt klarerweise wieder zu einem Rest von 0. Diese Zeilen sind
,schlieklich periodisch®, d.h., nach einer Vorperiode (in unserem Fall der Linge hochstens
1) tritt Periodizitat mit der Periode 1 auf. Man beachte, dass diese Zeilen genau jenen a
entsprechen, die nicht zu 9 teilerfremd sind.

Interessanter sind die Zeilen, die zu 9 teilerfremden Zahlen entsprechen. Hier tritt ein
reinperiodisches Muster auf, die Periodenldngen sind 1, 2, 3 und 6, sind also Teiler von 6.
Schlieftlich steht in den Spalten fiir a°, a%, a'? in diesen Zeilen ein Rest von 1.
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alad® ' a2 o dt A5 b A7 d® a0 gl g2 o3
0 o o o o o o0 o o0 o o o0 0 o0
11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2/1 2 4 -1 -2 -4 1 2 4 -1 -2 -4 1 2
3p1 3 o0 o o o0 o0 o o o0 0 0 0 0
41 4 -2 1 4 -2 1 4 -2 1 4 =2 1 4

411 -4 -2 -1 4 2 1 -4 -2 -1 4 2 1 -4

-3/1 -3 o0 o O o0 0 o o o0 0 0 0 0

-2/1 -2 4 1 -2 4 1 -2 4 1 =2 4 1 =2

-141 -1 1 -1 1 -1 1-1 1 -1 1 -1 1 -1

Tabelle 1: Potenzen modulo 9.

Zunéchst beweisen wir die Periodizitat fiir allgemeine Moduln.

Satz 5.1. Seien m und a teilerfremde ganze Zahlen. Dann gilt:

1. Die Folge der Reste von a* modulo m ist rein periodisch.

2. Die Ordnung ord,,(a) ist die kleinste positive ganze Zahl £, sodass a* =1 (mod m).

3. Es gilt a’ = a* (mod m) fiir positive ganze Zahlen j und k genau dann, wenn j = k

4. Insbesondere gilt a* =1 (mod m) fiir eine positive ganze Zahl k genau dann, wenn

Die primitive Periodenlinge (d.h. die kleinste positive ganze Zahl € mit a*** = a*

(mod m) fiir alle positiven ganzen Zahlen k) wird als die Ordnung von a modulo
m bezeichnet, wir schreiben ¢ = ord,,(a).

(mod ord,,(a)).

ord,,(a) ein Teiler von k ist.

o .1 ,2 .3

Beweis. 1. Fiir die unendlich vielen Potenzen a”,a",a”,a’, ... stehen nur m — 1 Reste

zur Verfiigung (der Rest 0 kann wegen ggT(a, m) = 1 nicht auftreten). Daher muss
es eine Wiederholung geben.

Es sei ¢ die kleinste positive ganze Zahl, sodass es eine nicht-negative ganze Zahl j
mit ‘ ‘

@™ =ad  (mod m)
gibt.

Es gilt also . ‘
aa*=d  (mod m).

Da ggT(a’,m) = 1, gilt nach Satz [2.2] (5)

a*=a"=1 (mod m). (5.1.1)
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Durch Multiplikation mit a* fiir eine beliebige ganze Zahl k folgt

a" =a"  (mod m),

somit ist die Folge der Potenzen von a modulo m periodisch mit Periodenlange /.
Aufgrund der Wahl von ¢ handelt es sich auch um die kiirzest mogliche Periodenlénge,
das heifst, ¢ ist die primitive Periodenlénge.

. Laut (5.1.1) gilt jedenfalls ¢°"(@ =1 (mod m).

Aufgrund der Minimalitdt von ¢ kann es keine ganze Zahl ¢ mit 0 < i < ord,,(a) und
a'=1=a’ (mod m) geben.

. Sei zunéchst k ein Vielfaches der Ordnung von a, also k = ord,,(a)-q fiir eine passende

ganze Zahl ¢q. Dann gilt
af = (@) =19=1 (mod m),

was zu zeigen war.

Es gelte umgekehrt a* = 1 (mod m). Wir dividieren k durch ord,,(a) mit Rest und
erhalten k = ¢ - ord,,(a) + r fiir passende ganze Zahlen ¢ und r mit 0 < r < ord,,(a).
Wir wissen aus dem ersten Teil, dass a?°"4"(® =1 (mod m), somit erhalten wir

1=d"=a9"@ . ¢" =¢"  (mod m).

Aus Punkt 2. und r < ord,,(a) folgt r = 0. Somit ist k ein Vielfaches von ord,,(a).
¥ (mod m) #quiva-
lent zu 1 = a7 (mod m). Nach dem bereits bewiesenen Teil 4. ist das fiquivalent
zuk—j=0 (mod ord,,(a)), also k = j (mod ord,,(a)).

O

Wenn man die Ordnung von a modulo m kennt, so kennt man auch die Ordnung beliebiger

Potenzen von a modulo m:

Satz 5.2. Seien a und m teilerfremd und j eine ganze Zahl. Dann gilt

ord,,(a)
ggT(j,ordp(a))’

ord,, (o) =

Beweis. Fiir ein k € Z gilt a’* = (a/)¥ =1 (mod m) genau dann, wenn die Ordnung ord,, (a) ein
Teiler von jk ist. Das ist genau dann der Fall, wenn ord,,(a)/ ggT(j,ord,(a)) ein Teiler von k ist.
Somit ist die Ordnung von a/ modulo m genau ord,,(a)/ ggT(j, ord,,(a)). O
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5.2 Satz von Euler-Fermat

In Beispiel wurde bemerkt, dass a® = 1 (mod 9) fiir alle zu 9 teilerfremden a gilt.
In Bezug auf diese Beobachtung fand Pierre Simon de Fermat (1601-1665) den folgenden
grundlegenden Satz:

Satz 5.3 (Kleiner Satz von Fermat). Fir eine Primzahl p und eine nicht durch p teilbare
ganze Zahl a gilt

a?'=1 (mod p).

Leonhard Euler bewies dann die Verallgemeinerung dieses Satzes:

Satz 5.4 (Euler-Fermat). Seien a und m > 2 teilerfremde ganze Zahlen. Dann gilt

a?™ =1 (mod m).

Tatséchlich gilt: p(9) = 6.
Der kleine Satz von Fermat ist eine direkte Konsequenz des Satzes von Euler-Fermat,
weil fiir eine Primzahl p die Beziehung ¢(p) = p — 1 gilt.

Beweis von Satz[5.4] Seien 1 < x1 < -+ < Ty < m die p(m) primen Reste modulo
m. Sei weiters y; := ax; fiir 1 < i < ¢(m). Da ggT(a,m) = ggT(x;,m) = 1, muss auch
geT(y;,m) = 1 gelten. Weiters sind die y; wegen Satz (5) paarweise inkongruent modulo
m. Damit durchlauft y;, 1 < i < ¢(m), genau die primen Restklassen modulo m. Daher
gilt Y1 ... Ypim) = 21 ... Tpm) (mod m). Setzt man die Definition der y; ein, so erhélt man

a?"™xy Ty = (az1) . (ATpmy) = X1 Ty (mod m).

Da ggT(xy ... 2pm), m) = 1 gilt, folgt daraus nach Satz (5), dass a®™ =1 (mod m).
[

Aufgabe 5.2.1. Fiir welche Primzahlen p (ungleich 2 oder 5) gibt es ein Vielfaches von p,
dessen Ziffern alle 9 sind? Zum Beispiel: 999999 = 13 - 76923. (Spanien 2003)

Lésung. Sei p eine Primzahl ungleich 2 oder 5. Dann gilt nach dem kleinen Satz von Fermat,
dass
10" =1 (mod p),

also ist p ein Teiler der Zahl 107~ — 1 = 999 - -.999, wobei letztere Zahl aus p — 1 Ziffern
9 besteht.
Somit gibt es fiir jede Primzahl p ¢ {2,5} ein Vielfaches, dessen Ziffern alle 9 sind. [

Aus den Satzen [5.1] und [5.4] folgt sofort:

Satz 5.5. Seien a und m teilerfremd. Dann gilt ord,,(a) | p(m).

Das erkléart, warum in Beispiel alle Periodenldngen Teiler von 6 waren.
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5.3 Carmichael-Funktion und Primitivwurzeln

Beispiel 5.3.1. Wir betrachten Potenzreste modulo 24. Es gibt ¢(24) = ¢(3)¢(8) =2-4 =8 zu
24 relativ prime Reste, ndmlich 41, 45, +7, +11. Wir erhalten Tabelle

ala® at a® @ a* d® a® a" &
111 1 1 1 1 1 1 1 1 1

ol 1 5 1 5 1 5 1 o 1 5
711 7 1 7T 1 7 1 7 1 7
11{1 1 1 11 1 11 1 11 1 11
-11{1 -1 1 -11 1 —-11 1 —-11 1 -—-11
-7 -r 1 -1 -7 1 =7 1 =7
-5/ 1 -5 1 -5 1 -5 1 -5 1 =5
-141 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1

Tabelle 2: Potenzen modulo 24.
Offensichtlich haben alle relativ primen Reste Ordnung 1 oder 2 und es gilt bereits a? =

(mod 24) fiir alle zu 24 teilerfremden ganzen Zahlen. Der Exponent ¢(24) = 8 im Satz von Euler-
Fermat (Satz ist hier offensichtlich nicht bestmoglich.

Definition 5.3.2. Sei m eine ganze Zahl. Die kleinste positive ganze Zahl A, sodass a* = 1
(mod m) fur alle zu m teilerfremden ganzen Zahlen a gilt, wird mit A(m) bezeichnet. Die dadurch
erklarte Funktion A(m) nennt man die Carmichael-Funktion.

Nach dem Satz von Euler-Fermat (Satz gilt A(m) < p(m) fir alle m. Weiters ist fiir alle
zu m teilerfremden a die Ordnung ord,,(a) ein Teiler von A(m), also gilt insbesondere ord,,(a) <
A(m). Falls in beiden Abschitzungen Gleichheit gilt, vergeben wir eine eigene Bezeichnung:

Definition 5.3.3. Eine zu m teilerfremde Zahl a heiftt Primitivwurzel modulo m, wenn ord,,(a) =
o(m) gilt.

Beispiel 5.3.4. Aus Tabelle [I] sieht man, dass 2 und —4 die einzigen Primitivwurzeln modulo 9
sind: Beide haben Ordnung 6.
Nach Tabelle [2] gibt es keine Primitivwurzeln modulo 24, weil 2 = A\(24) < 8 = (24).

Wie fiir die p-Funktion bestimmt man A(m) zunéchst fiir Primzahlpotenzen und setzt dann
das Ergebnis unter Verwendung des chinesischen Restsatzes zusammen.

Die folgenden beiden Resultate erfordern etwas aufwéndigere Beweise, die wir erst im néchsten
Abschnitt erbringen.

Lemma 5.3.5. Sei p eine ungerade Primzahl und a eine positive ganze Zahl. Dann gibt es eine
Primitivwurzel modulo p®.

Fiir Zweierpotenzen (ungleich 2 oder 4) gibt es keine Primitivwurzeln, in der Tat gilt:
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Lemma 5.3.6. Sei o > 3 und a ungerade. Dann gilt
204—2

a =1 (mod 2%). (5.3.1)

Diese Aussage ist bestmdglich, weil
ordga (3) = 2972, (5.3.2)

Nun koénnen wir A\(m) vollstdndig bestimmen.

Satz 5.6. Fir Primzahlpotenzen ergibt sich \ durch

A2)=9(2) =1,
A(4) = p(4) =2,
A(2%) = w(ga) = 2072, a>3,
Ap™) = ¢(p”) = (p = 1)p* ", p >3 prim, a > 1.
Fir paarweise verschiedene Primzahlen p1, ..., pr und positive ganze Zahlen o, ..., ay gilt
AT k) = kgVADT), - ApRF))- (5.3.3)

Beweis. Offensichtlich gilt ' = 1 (mod 2) fiir alle zu 2 teilerfremden a, es handelt sich gerade
um die ungeraden Zahlen a. Somit gilt A\(2) = 1.

Modulo 4 gilt a? = 1 (mod 4) fiir alle ungeraden a, aber nicht a! = 1 (mod 4) fiir alle
ungeraden a, somit gilt \(4) = 2.

Die Aussage von Lemma ist gerade, dass \(2%) = 2972 fiir a > 3.

Da es laut Lemma [5.3.5] fiir eine ungerade Primzahlen p eine Primitivwurzel modulo p® gibt,
gilt in diesem Fall A(p®) = ¢(p®) = (p — 1)p*~ L.

Es bleibt nur mehr der Fall zusammengesetzter Moduln zu behandeln, die keine Primzahlpo-
tenzen sind. Sei m := p{" - -- p2*. Nach dem chinesischen Restsatz[3.2] gilt a® = 1 (mod m) genau
dann fiir ein a, wenn a® =1 (mod pjo-‘j ) fiir alle j gilt. Somit gilt a® =1 (mod m) genau dann fiir
alle zu m (und damit fiir alle zu allen p;) teilerfremden a, wenn fiir alle j die Kongruenz a® = 1
(mod p?j) fiir alle zu p; teilerfremden a gilt. Letzteres ist aber dquivalent dazu, dass A(p?j) | e
fiir alle j. Das kann man zu

kgV(A(PT)s - A(pR)) | e

umschreiben. Damit ist das kleinste positive e, fiir das a® = 1 (mod m) fiir alle zu m teilerfremden
a gilt, genau kgV(A(p{"), ..., A(pp*)). O

Aufgabe 5.3.7. Man bestimme die grofite ganze Zahl k, sodass k fiir alle natiirlichen Zahlen n ein
Teiler von n3" — n ist. (OMO 1991, Bundeswettbewerb, Beispiel 3.)

Lésung. Sei p ein Primteiler von k. Laut Annahme ist p ein Teiler von n37 — n = n(n3% — 1) fiir
alle natiirlichen Zahlen n. Somit ist p ein Teiler von n3¢ — 1 fiir alle n, die zu p teilerfremd sind.
Damit ist A(p) = p — 1 ein Teiler von 36, also gilt

(p—1)€{1,2,3,4,6,9,12,18,36},
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also
p€{2,3,5,7,13,19,37}.

Nehmen wir nun an, dass p? ein Teiler von k ist und wihlen n = p. Dann ist p? ein Teiler von
(p®" — p) und trivialerweise von p®’, daher auch von p, ein Widerspruch. Daher enthélt k jeden
Primfaktor hochstens einmal.

Die grofite noch mogliche Wahl fiir & ist somit kK = 2-3-5-7-13-19 - 37. Nach obigen
Uberlegungen ist n37 — n = n(n36 — 1) fiir alle Primzahlen p mit p | & durch p teilbar, somit auch
durch &

Daher gilt k=2-3-5-7-13-19 - 37. O

Wir kénnen nun auch die Frage, zu welchen Moduln es Primitivwurzeln gibt, endgiiltig klaren.

Satz 5.7. Es gibt genau dann Primitivwurzeln modulo m > 2, wenn m = p*, m =2-p%, m =2
oder m = 4, wobei o eine positive ganze Zahl und p eine ungerade Primzahl ist.

Beweis. Lemma [5.3.5 besagt bereits, dass es modulo p® fiir eine ungerade Primzahl p und o > 1
eine Primitivwurzel gibt.

Sei g eine Primitivwurzel modulo p®. Wir zeigen, dass dann g auch eine Primitivwurzel modulo
2 - p® ist. Sei k eine positive ganze Zahl mit ¢¥ = 1 (mod 2 - p®). Dann gilt klarerweise auch
g* = 1 (mod p%), weshalb ¢(p®) = ordye(g) laut Satz ein Teiler von k ist. Da allerdings
P(2-p%) = ¢(2) - p(p®) = 1 p(p*) = @(p®) gilt, gilt orda.pa(g) > k = (2 p®). Somit ist g eine
Primitivwurzel modulo 2 - p®.

Die Zahl 3 ist eine Primitivwurzel modulo 2 sowie modulo 4, wie man sofort nachpriift.

Es verbleibt zu zeigen, dass es fiir andere Moduln keine Primitivwurzeln geben kann. Not-
wendig fiir die Existenz von Primitivwurzeln modulo m ist, dass A(m) = ¢(m). Somit gibt es
modulo 2% fiir @ > 3 laut Satz keine Primitivwurzel. Wir miissen noch zusammengesetzte
Zahlen m = p{*---pp* mit k > 2 untersuchen. Wegen und Satz ist dafiir erforder-
lich, dass die )\(p?j ) paarweise teilerfremd sind, weil sonst das kleinste gemeinsame Vielfache der

Carmichael-Funktionen kleiner als ihr Produkt ist. Insbesondere kann hochstens ein )\(p?j ) gerade

sein. Fiir eine ungerade Primzahl p; ist aber laut Satz m )\(p?j ) gerade, somit kann es hochstens
ein ungerades p; geben. Weiters ist A(2%) gerade, aufer wenn a € {0,1}. Damit gilt m = 2 - p®
flir ein ungerades «. O

Wenn es modulo m Primitivwurzeln gibt, so kann man weitere Aussagen treffen.

Satz 5.8. Sei m ein Modul, beziiglich dessen es eine Primitivwurzel g gibt.

1. Fiir jedes zu m teilerfremde a gibt es ein x € Z, sodass

a=g® (modm).
Dieses x ist eindeutig modulo o(m).

2. Es gibt genau o(p(m)) Primitivwurzeln modulo m

Beweis. 1. Nach Satz sind ¢%, g%, ..., ¢#™~1 paarweise inkongruent modulo m. Weiters
sind diese Zahlen auch zu m teilerfremd. Da es nur ¢(m) zu m teilerfremde Zahlen modulo m
gibt, folgt daraus, dass ¢°, ¢*, ..., g?(™~1 jede Restklasse modulo m genau einmal erreicht.
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Somit gibt es ein z mit a = ¢* (mod m). Nach Satz[5.1]ist dieses z modulo ord,,(g) = ¢(m)
eindeutig.

2. Nach dem ersten Teil des Satzes konnen Primitivwurzeln modulo m nur die Gestalt ¢g* fiir
passendes « haben. Nach Satz ist g* genau dann eine Primitivwurzel modulo m, wenn
1 = ggT(x,ordy,(g)) = ggT(z, p(m)) gilt. Es gibt genau ¢(¢(m)) solche Zahlen x modulo
©(m) und damit ebensoviele Primitivwurzeln modulo m.

O]

5.4 Existenz von Primitivwurzeln

Wir zeigen zunéchst, dass es fiir jede Primzahl m = p eine Primitivwurzel gibt. Dazu sind drei
Hilfssétze erforderlich.

Lemma 5.4.1. Sei P(z) = ap + a1z + -+ + aqzr® ein Polynom mit ganzen Koeffizienten a; und
p eine Primzahl. Weiters gelte p 1 aq.

Dann gibt es hochstens d Losungen x von P(x) =0 (mod p), die paarweise inkongruent modulo
P sind.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach dem Grad d. Fiir d = 0 gibt es
tatséchlich keine Losung P(x) = ag =0 (mod p), und fiir d = 1 die Behauptung aus Satz

Sei nun der Satz fiir alle Grade bis einschlieflich d — 1 bewiesen. Sei x = xg eine Lésung von
P(z) =0 (mod p). Durch Division mit Rest (von Polynomen) erhalten wir ein Polynom @(x) vom
Grad d — 1 und eine ganze Zahl r, sodass P(z) = (z — x0)Q(x) +r. Da 0= P(xg) =0 - Q(zo) + 7
(mod p), folgt » =0 (mod p).

Sei jetzt x1 # xp (mod p) eine weitere Losung von P(z) =0 (mod p). Dann gilt 0 = P(z1) =
(1 —20)Q(z1) (mod p), also ist z1 eine Losung von Q(z) =0 (mod p). Da Q(z) den Grad d — 1
hat, gibt es nach Induktionsannahme hochstens d — 1 Losungen von Q(x) = 0 (mod p), zusammen
mit unserer fixen Losung z( also hochstens d Losungen von P(z) =0 (mod p). O

Lemma 5.4.2. Sei p eine Primzahl und d ein Teiler von p — 1. Dann hat die Kongruenz z% = 1
(mod p) genau d Lisungen x, die paarweise inkongruent modulo m sind.

Beweis. Sei p— 1 = kd. Nach der Summationsformel fiir die endliche geometrische Reihe gilt
(@7 = 1) = (@ = (1) = (@1 = (12t a2 a0,

Das Polynom auf der linken Seite dieser Gleichungskette hat nach dem Satz von Fermat [5.3] genau
die p — 1 Losungen 1, ..., p — 1 modulo p. Der rechte Faktor der rechten Seite der Gleichungskette
hat nach Lemma héchstens (k — 1)d Losungen. Somit muss die Kongruenz ¢ —1 =0 (mod p)
mindestens p — 1 — (k — 1)d = kd — (k — 1)d = d Losungen haben. Mehr kann sie nach Lemma [5.4.1]
nicht haben, also hat sie genau d Losungen, wie behauptet wurde. O

Lemma 5.4.3. Fir alle positiven ganzen Zahlen n gilt

> eld) =n.
d|n
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Beweis. Betrachte die n rationalen Zahlen

Wir kiirzen alle diese Briiche soweit als moglich, das heifit, dass nach dem Kiirzen Zahler und Nenner
jeweils teilerfremd sind. Sei k/d ein solcher gekiirzter Bruch. Nach Konstruktion muss d ein Teiler
von n sein (sonst hétte dieser Bruch nicht durch Kiirzen entstehen konnen), weiters gilt 0 < k£ < d
(sonst ist der Wert des Bruches nicht zwischen 0 und 1, was aber der Fall war), und schlieflich muss
geT(k,d) =1 gelten, weil der Bruch sonst nicht gekiirzt wére.

Sei nun d ein Teiler von n und 0 < k < d mit ggT(k,d) = 1. Dann gilt

E_kg kg
d d-» " n

Da (nach der eindeutigen Primfaktorzerlegung) jeder Bruch i/n eine eindeutige gekiirzte Darstellung
hat, ist k/d die gekiirzte Darstellung des Bruches auf der rechten Seite obiger Gleichungskette. Jeder
Bruch i/n mit 0 < i < n gehdrt also zu genau einem Bruch k/d mit d | n und 0 < k < d und
geT(k,d) = 1.
Da es zu jedem Teiler d von n genau ¢(d) gekiirzte Briiche k/d gibt, entsprechen den n Briichen

in ungekiirzter Darstellung

> e(d)

d|n

Briiche in gekiirzter Darstellung. O
Lemma 5.4.4. Sei p eine Primzahl. Dann gibt es eine Primitivwurzel modulo p.

Beweis. Fir d | p — 1 sei ¢(d) die Anzahl der 1 < a < p — 1 mit ord,(a) = d. Wir behaupten,
dass ¥(d) = ¢(d) und beweisen dies durch Induktion nach d. Fiir d = 1 gibt es genau ein a mit
ord,(a) = 1, ndmlich a = 1. Daher gilt ¢(1) = 1, was auch mit ¢(1) = 1 iibereinstimmt.

Wir bezeichnen mit L die Menge der Losungen von 2% — 1 =0 (mod p). Nach Lemma hat
L genau d Elemente. Laut Satz gilt a € L genau dann, wenn ord,(a) | d. Somit gilt

A=) "1=>" pi 1= w(d).

acl d'ld  a=1 d’'|d
ordy, (a)=d’
Andererseits gilt nach Induktionsannahme fiir d' < d, dass ¥(d') = ¢(d'). Verwenden wir noch
Lemma, so folgt
d=""o(d) +¢(d) = (d—p(d) +¥(d),

d'|d

d'#d
also p(d) = ¥(d) wie behauptet.

Daher gibt es ¢(p — 1) = ¢(p — 1) Elemente a mit ord,(a) = p —1 = ¢(p). Da ¢(p — 1) fir

alle Primzahlen eine positive Zahl ist, wurde damit die Existenz einer Primitivwurzel modulo p
gezeigt. O

Fiir den Beweis von Lemma [5.3.5] soll jetzt gezeigt werden, wie Primitivwurzeln modulo p auf
Primzahlpotenzmoduln ,hochgezogen werden konnen. Wesentliches Hilfsmittel ist folgendes Lemma.
Lemma 5.4.5. Firp >3 prim und k > 1 gult

(1 er)pk_1 =1+p" mod p*t! (5.4.1)

und ord,r+1 (1 +p) = p*.
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Beweis. Induktion nach k. Fiir k = 1 lautet die Aussage 1+p = 1+p (mod p?), was sicherlich wahr
ist.

Wir nehmen jetzt die Giiltigkeit der Behauptung fiir ein £ > 1 an. Dann gibt es ein ganzes a,
sodass

(1 +p)17k71 =1 +pk + (ka+1.

Dabher gilt
(1 +p)" = (1 +p +ap" 1y =1+4p (1 +ap) + 2 (pz_ D21 4 ap)? + o
flir ein ganzes c. Da 3k > 2k + 1 > k + 2, folgt
(1+p)"" =1+p"" mod p**2. (5.4.2)

Damit ist die erste Behauptung bewiesen. Aus (5.4.2)) folgt auch
(1 +p)pk =1 mod p**t.
Das heifit, dass ord,e+1(1+ p) | p*. Da aber laut (5.4.1)) ord,+1 (1 + p) { p*~*, folgt auch die zweite
Behauptung. O
Wir sind nun in der Lage, Lemma zu beweisen.

Beweis von Lemmal[2.3.3 Sei g eine Primitivwurzel modulo p. Wir behaupten, dass

zi=g"  (1+p)

eine Primitivwurzel modulo p* ist. Sei s := ord,« (), also ° =1 mod p*. Dann gilt
1=17"1 = 250D = g2 0=D(1 4 p)*®=D) = (1 4+ p)**P=D  mod pF,

also p*~ = ord,« (1 +p) | s(p — 1), woraus p"~! | s wegen ggT(p,p — 1) = 1 folgt. Anderseits gilt
aUCh k—1 k—1 2k—2 1 2k—2

1=1" =27 =g (1 +p)5pk7 =g’ mod p*,

also
2k —

g°? =1 mod D,

woraus p — 1 = ord, g | sp**~2 und damit p — 1| s folgt.
Daher gilt o(p*) = p*~1(p — 1) = kgV(p — 1,p*~1) | 5, was zu zeigen war. O

Weiters ist noch der Beweis von Lemma [5.3.6] zu erbringen.

Beweis von Lemmal5.3.8. Wir zeigen zunéchst (5.3.1) durch vollstindige Induktion nach a.
Die Induktionsbasis fiir o = 3 ergibt sich aus

a modS‘l 3 5 7
> mod8[1 1 1 1°

Wir nehmen an, dass a2 =1 (mod 2%) gilt, es also eine ganze Zahl b mit a7 =29 41
gibt. Somit gilt

a—1 a—2 2
a2 :(cﬂ ) S (142002 = 142042202 =140-b+0-0° =1 (mod 2°F1),

weil fiir & > 3 auch 2a > a+ 1 gilt. Somit ist ((5.3.1]) bewiesen.
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Schlieflich beweisen wir (5.3.2)). Dazu beweisen wir zundchst durch Induktion nach «, dass

2{:«—2

13 -1 =a (5.4.3)

fiir @ > 3 gilt. Fiir a = 3 gilt wie behauptet v2(3% — 1) = v2(8) = 3. Es gelte nun ([5.4.3)) fiir ein
bestimmtes . Dann gilt

0w =) = (3T -1 3+ 1)
=0(3% T S ) 032 T ) =a+ua(32 T +1).

Da 32 " 4+1=32"—-14+2und 1(3%" ° —1)=a >3, muss 132" +1) = 1 gelten, und wir
erhalten wie gefordert

womit der Beweis von erbracht ist.

Um jetzt (5.3.2) aus (5.4.3)) herzuleiten, bemerken wir, dass offensichtlich zu 32~ =1
(mod 2%) umgeschrieben werden kann. Daraus und aus Satz folgt, dass ordse(3) ein Teiler von
22~2 gein muss, also ordaa (3) = 2F fiir ein k < o — 2. Laut gilt aber 32" " %1 (mod 2%) (das
stimmt auch fir & = 3), weshalb k > « — 3. Wir folgern, dass k = o — 2, wie gefordert. O

5.5 Quadratische Reste

Definition 5.5.1. Seien m > 2 und a ganze Zahlen. a heilst quadratischer Rest modulo
m, wenn es eine ganze Zahl x gibt, sodass

> =a (mod m).

Andernfalls heiltt a quadratischer Nichtrest.

Beispiel 5.5.2.

m Quadratische Reste modulo m
3 0,1
4 0,1
8 0,1,4

Das sieht man einfach durch Quadrieren von 0, ..., m — 1.
Aufgabe 5.5.3. Zu jeder nichtnegativen ganzen Zahl k ermittle man alle nichtnegativen

ganzen Zahlen x, y, z, fiir die
2 +y? + 22 =8 (5.5.1)

gilt. (Deutschland 1998, Aufgabe 3)

Lésung. Wir nehmen an, dass (z,y, z) eine Losung fiir ein ganzzahliges k > 0 ist. Daraus
folgt offensichtlich (x,y, z) # (0,0,0).

Wir nehmen ohne Beschrankung der Allgemeinheit an, dass va(x) < wva(y) < vo(2),
wobei wir v9(0) = oo setzen. Wir schreiben kurz o := ve(z) und definieren X = z/2%,
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Y =y/2% Z = z/2% Nach Konstruktion sind X,Y, Z nichtnegative ganze Zahlen, und X
ist ungerade. Dividiert man (5.5.1)) durch 22*, so erhiilt man daher

X2 4 Y24 7% = 2%k (5.5.2)

Da die linke Seite ganzzahlig ist, gilt auch 3k — 2a > 0.
Wir nehmen zunéchst an, dass 3k — 2a > 2. Betrachtet man nun modulo 4, so
erhélt man
1+Y?*+2*°=0 (mod 4), (5.5.3)

weil X ungerade ist. Da Y2 und Z? jeweils kongruent zu 0 oder 1 modulo 4 sind, kann
(5.5.3) nie gelten.
Es gibt daher nur die Moglichkeiten 3k — 2 € {0,1}. Im Fall 3k — 2« = 0 folgt aus

(5-5.2), dass

1=140+0<X*+Y?*+ 2% =1,

also kann nur (X,Y, Z) = (1,0,0) gelten. Wegen 2 = 3k ist k gerade und wir erhalten die
Losung (8%/2,0,0).

Im anderen Fall 3k — 2ae = 1 erhélt man aus als einzige Moglichkeit (X, Y, Z) =
(1,1,0). Wegen 3k —2a = 1 ist k ungerade, man erhilt daher (2-8*~1/2 2.8¢-=1/2 () fiir
ungerades k.

Insgesamt erhalt man daher fiir gerades k& die Losungen

(z,y,2) € {(8*/%,0,0),(0,8"2,0),(0,0,8"2)},
fiir ungerades k die Losungen
(w,y,2) € {(2-8%71/2, 2.8/ 0) (2. 807072 0,2. 807/%) (0,2 8% D2 2. 8= D/2)y,
]

Natiirlich kann die Untersuchung quadratischer Reste beziiglich beliebiger Moduln iiber den
chinesischen Restsatz auf die Untersuchung modulo Primzahlpotenzen zuriickgefiithrt werden:

Satz 5.9. Seim = p{* ---pi die Primfaktorzerlegung von m und a € Z. Dann ist a genau dann
ein quadratischer Rest modulo m, wenn a ein quadratischer Rest modulo p?j firl <j <r ist

Beweis. Sei a quadratischer Rest modulo m, es gebe also ein € Z mit 22 = a (mod m). Dann
gilt auch 2% = a (mod p?j ) fiir jedes j, somit ist a auch quadratischer Rest modulo p?j flir jedes
I1<j<r.

Sei nun umgekehrt a ein quadratischer Rest modulo p?j fiir alle 1 < j < r. Das heifst, dass es
2 =
Restsatz ein « € Z finden, fiir das z = z; (mod pjo.‘j) fiir 1 <j <r gilt. Fiir dieses x gilt

ganze Zahlen x1, ..., x, gibt, sodass x a (mod p?j ) gilt. Wir konnen nach dem chinesischen

Ty =zi=a (modp?j),

also folgt auch 22 = a (mod m). Somit haben wir gezeigt, dass auch a ein quadratischer Rest
modulo m ist.

O]



5.5 Quadratische Reste 35

Der folgende Satz zeigt, dass man die Frage modulo p}* sogar auf die Frage modulo p; (falls
pi ungerade) bzw. auf die Frage modulo 8 (falls 8 | m) zuriickfithren kann.

Satz 5.10. Sei a eine ganze Zahl.

1. Es gelte 2 { a. a ist genau dann ein quadratischer Rest modulo 2° fiir £ > 3, wenn a
quadratischer Rest modulo 8 ist.

2. Es gelte p t a. a ist genau dann ein quadratischer Rest modulo pt (p eine ungerade Primzahl
und £ > 1), wenn a ein quadratischer Rest modulo p ist.

Beweis. Wenn a ein quadratischer Rest modulo p’ ist (p eine Primzahl), so gibt es ein z € Z,
sodass 22 = a (mod p’) und damit auch 22 = a (mod p*) fiir k < £. Zu zeigen ist also lediglich,
dass ein quadratischer Rest modulo p bzw. 8 auf hohere Potenzen des Moduls ,hochgezogen*
werden kann.

1. Sei a ein quadratischer Rest modulo 2¢ mit ¢ > 3. Dann gibt es eine ganze Zahl x, sodass
22 = a + b2 fiir ein passendes b € Z. Falls b gerade ist, so folgt 2 = a (mod 2¢71) und a
ist tatsichlich ein quadratischer Rest modulo 2+, Andernfalls betrachten wir

(x4+202 =2? 42021 4+ 22 2 =+ 2%(x 4+ b) =a  (mod 2¢TY),

weil 20—2 > £+1 und weil sowohl b als auch x ungerade sind. Damit ist a auch quadratischer
Rest modulo 26+,

2. Sei a ein quadratischer Rest modulo p? fiir eine ungerade Primzahl p und ein ¢ > 1. Dann
gibt es ganze Zahlen z und b, sodass 22 = a + b - p’. Da p { 2z, gibt es (nach Satz ein
ganzes y, sodass 2xy = —b (mod p). Also gilt

(z +yp")? = 22 + 2zyp’ + y*p** = a +p' 22y + b) +y*p* =a  (mod p*T),

weil 2¢ > ¢ + 1 und nach Konstruktion p | (2zy + b). Damit ist a auch ein quadratischer
Rest modulo pft1.

O]

In Satz wurden nur zur Primzahl teilerfremde quadratische Reste untersucht. Fiir nicht
teilerfremde Reste erhidlt man leicht folgendes Resultat.
Proposition 5.5.4. Seien p eine Primzahl, £ > 1, 0 < k < und a zu p teilerfremd. Dann ist p*a
genau dann ein quadratischer Rest modulo p*, wenn k gerade und a ein quadratischer Rest modulo

ptF st

Beweis. Wir haben die Losbarkeit der Kongruenz
pla= (p"y)* (mod p’) (5.5.4)

fiir 0 < z und zu p teilerfremdes y zu untersuchen. Da nach Voraussetzung k < ¢ gilt (sonst wére
pFa =0 (mod p*) jedenfalls ein quadratischer Rest), muss auch 2z < ¢ gelten. Aus (5.5.4)) folgt

k =min(k,?) < 2z

und
2z = min(2z,4) < k



36 5 POTENZRESTE

und damit sofort k£ = 2z. Insbesondere ist k gerade.
Wir kénnen somit p* aus der gesamten Kongruenz (5.5.4) kiirzen. Daher ist (5.5.4)) dquivalent

zu
a=y? (mod p'*)

)

also dazu, dass a ein quadratischer Rest modulo p*~* ist. O

Es sollen noch einfache Kriterien fiir quadratische Reste modulo Primzahlen studiert werden.

Satz 5.11. Seip > 3 eine Primzahl. Dann gibt es genau (p+1)/2 quadratische Reste 0 < a < p
modulo p und (p — 1)/2 quadratische Nichtreste 0 < a < p modulo p.

Beweis. 0 ist quadratischer Rest. Ist 1 < a < p ein quadratischer Rest, so gibt es genau zwei
Losungen von 22 = a (mod p): Wenn 22 = a (mod p), so gilt auch (—z)? = a (mod p), also
gibt es mindestens zwei Losungen; gilt 22 = y? (mod p), so folgt p | (22 — y?) = (z — y)(z + y),
also x = y (mod p) oder x = —y (mod p), also gibt es genau zwei Losungen. Somit ist jeder
zu p relativ prime quadratische Rest das Quadrat von genau zwei 1 < < p — 1, also gibt
es genau (p — 1)/2 relativ prime quadratische Reste. Zusammen mit dem quadratischen Rest 0
erhélt man die Anzahl von (p+ 1)/2 quadratischen Resten. Alle iibrigen Restklassen entsprechen
quadratischen Nichtresten, das sind noch p — (p 4+ 1)/2 = (p — 1)/2 Stiick. O

Satz 5.12. Sei p > 3 eine Primzahl und a eine zu p teilerfremde ganze Zahl. Dann ist a genau

dann quadratischer Rest, wenn
p—1

az =1 (mod p).
Weiters ist a genau dann quadratischer Nichtrest, wenn

p—1

a2z =-1 (mod p).

Beweis. Sei a quadratischer Rest, also a = b? (mod p) fiir ein passendes b. Dann gilt
T =0T = l=1 (mod p)

nach dem Satz von Fermat [5.3]

Da die Kongruenz z®—1/2 = 1 (mod p) laut Lemma hochstens (p — 1)/2 Losungen
modulo p besitzt und wir bereits so viele Losungen (ndmlich genau die quadratischen Reste modulo
p) gefunden haben, gilt fiir jeden quadratischen Nichtrest a, dass a?~1/2 2 1 (mod p). Da 22 — 1
(mod p) genau zwei Losungen, namlich 1 und —1, besitzt, und (a?~1/2)2 = 1 (mod p) nach dem
kleinen Satz von Fermat gilt, muss fiir einen quadratischen Nichtrest a modulo p gelten, dass
a?~1/2 = _1 (mod p).

O

Korollar 5.5.5. Sei p > 3 eine Primzahl und a, b zu p teilerfremde ganze Zahlen. Dann ist a - b
genau dann ein Quadratischer Rest modulo p, wenn a und b beide quadratische Reste oder beide
quadratische Nichtreste sind.

Beweis. Da a - b genau dann ein quadratischer Rest ist, falls
1= (a-b)P~D/2 = g=1/2p=1/2 " (;mod p)

und die beiden Faktoren auf der rechten Seite jeweils kongruent zu entweder 4+1 oder —1 sind,

folgt die Aussage aus Satz [5.12} O
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Aufgabe 5.5.6. Zeigen Sie, dass es fiir jede Primzahl p > 3 ganze Zahlen z, y, k gibt, sodass folgende
Bedingungen gelten:

0 <2k < p,
kp +3 =2+ 42

(Polen, 2. Runde, 2003)

Lésung. Wir zeigen zunichst, dass es ganzzahlige 2 und y gibt, sodass 22 +y? = 3 (mod p). Falls
3 ein quadratischer Rest ist, so kann man y = 0 wahlen, ist 2 ein quadratischer Rest, so kann man
y = 1 wéahlen, ist —1 ein quadratischer Rest, so kann man y = 2 wihlen, und ist schlieflich —6
ein quadratischer Rest, so kann man y = 3 wihlen. Daher kénnen wir nun annehmen, dass die
Zahlen —6, —1,2, 3 quadratische Nichtreste sind. Daher sind laut dem Korollar 6 = (—6) - (—1)
und —3 = 3 (—1) quadratische Reste, also konnen ganzzahlige x und y gewéhlt werden, sodass
2?2 =6 und y? = —3 (mod p), also 22 + %> = 3 (mod p).

Weiters kénnen wir z und y modulo p reduzieren und gegebenenfalls z durch —z und y durch
—y ersetzen, sodass es ganze Zahlen x, y mit |z| < (p—1)/2 und |y| < (p—1)/2 und 22 +y%> =3
(mod p) gibt. Es gibt also eine positive ganze Zahl k mit 22 + y? — 3 = pk. Es gilt

2., ,2 12 12 _ 2 _ Ay
gt +y 3§(p D"+ (p-1) 12 2p°—4p 1O<;1797
P 4p 4p 2
also 2k < p, wie gefordert. O

Die Theorie der quadratischen Reste und Nichtreste gibt unter anderem mit dem Quadratischen
Reziprozitéitsgesetz (und seinen Hilfssitzen) eine einfache Methode an, auch fiir grofe a und m
festzustellen, ob a ein quadratischer Rest modulo m ist, wenn man alle auftretenden Zahlen in
verniinftiger Zeit faktorisieren kann.

Definition 5.5.7 (Legendre-Symbol). Seien a eine ganze Zahl und p eine Primzahl. Dann setze

0, a=0 (mod p),
<a) =41, a ist quadratischer Rest modulo p und @ Z0 (mod p),

P —1, a ist quadratischer Nichtrest modulo p.

Wir kénnen Satz und Korollar direkt mit dem Legendre-Symbol ausdriicken:
Korollar 5.5.8. Sei p eine Primzahl und a eine ganze Zahl. Dann gilt

(a) =a® Y2 (mod p).

p

Korollar 5.5.9. Seien a, b, p ganze Zahlen und p eine Primzahl. Dann gilt

5)-G)6)
P p)\p)
Um (9) zu bestimmen, reduziert man zunéchst ¢ modulo p (dabei dndert sich das Legendre-
Symbol nicht) und bestimmt anschlieffend die Primfaktorzerlegung von a mod p. Nach Korollar m
1

reicht es dann, (3) flir verschiedene Primzahlen p und ¢ sowie (_7) bestimmen zu konnen. Dies
ermoglicht das quadratische Reziprozitéitsgesetz:
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Satz 5.13 (Quadratisches Reziprozititsgesetz). 1. Seien p und q zwei verschiedene ungerade

Primzahlen. Dann gilt
P\ (¢ p=l.g-1
— =) =(=1) =2 7,
(6)G) -

2. Seip > 3 eine Primzahl. Dann gilt

(;) _ (—1)e-vr2, (;) _ (<),

Zum Beweis vergleiche zum Beispiel Ireland und Rosen [4].
Aufgabe 5.5.10. Man bestimme alle positiven ganzen Zahlen k mit der folgenden Eigenschaft: Es
gibt eine ganze Zahl a, sodass (a+ k)3 —a® ein Vielfaches von 2007 ist. (MEMO 2007, Aufgabe 3.)

Lésung. Wir suchen alle positiven ganzen Zahlen k, sodass die Kongruenz
0=(a+k)®—a®=3ak+3ak* +k* (mod 2007) (5.5.5)
16sbar ist. Da 2007 = 32 - 223, ist (5.5.5)) nach dem chinesischen Restsatz zu

0 = 3ak + 3ak® + k* (mod 9), (5.5.6)
0 = 3ak + 3ak® + k> (mod 223) (5.5.7)

dquivalent.

Wenn a € Z eine Losung von ist, dann folgt aus (5.5.6), dass 0 = k* (mod 3) gilt. Daher
muss k durch 3 teilbar sein.

Wenn umgekehrt k durch 3 teilbar ist, dann ist jeder Summand von 3a2k + 3ak? + k® durch 9
teilbar und jedes a € Z ist Losung von

Wir miissen nun die Lésbarkeit von (5.5.7) untersuchen. Wenn k durch 223 teilbar ist, so ist
jedes a € Z eine Losung von ((5.5.7)). Wir nehmen daher an, dass k kein Vielfaches von 223 ist, also
zu 223 teilerfremd ist. Daher kénnen wir @ = kz substituieren und erhalten nach Division durch &3
und Multiplikation mit 12, dass dquivalent zu

(6 +3)?+3=3622+36x+12=0 (mod 223)

ist. Daher ist (5.5.7) genau dann lésbar, wenn —3 ein quadratischer Rest modulo 223 ist. Wir

bestimmen (%) Es gilt

;3 — ;1 i — (fl)lll % (,1)1111 — @ — 1 - 1.
223 223/ \223 3 3 3
Daher ist (5.5.7)) fiir alle k 16sbar.
Insgesamt ist somit ((5.5.5) genau dann losbar, wenn 3 | k.

Anmerkung: Es gibt auch (kiirzere) Losungen, die direkt die kubische Kongruenz betrachten
(also kubische statt quadratische Reste betrachten). O

Diophantische Gleichungen

Nach Diophantus von Alexandrien nennt man eine Gleichung eine diophantische Gleichunyg,
wenn man nur an ihren ganzzahligen Losungen interessiert ist.
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6.1 Lineare diophantische Gleichungen

Seien ai, ..., a; und b ganze Zahlen. Wir suchen alle ganzzahligen Losungen xzq, ..., xy
von
a1ry + -+ aprp = b. (6.1.1)

Satz 6.1. Die lineare diophantische Gleichung (6.1.1)) besitzt genau dann eine ganzzahlige
Lésung (x1, ..., x), wenn

ggT(ah s 7ak) | b.

Beweis. Sei d := ggT(ay,...,a;). Falls es eine Losung von ([6.1.1)) gibt, so gilt d | b.

Die umgekehrte Richtung beweisen wir durch Induktion nach k. Der Fall £ = 1 ist
trivial.

Schluss von k — 1 auf k: Sei d’' := ggT(ay,...,a5—1) und d := ggT(ay,...,ax). Da d ein
gemeinsamer Teiler von ay, ..., aj ist, teilt d sowohl d' als auch ay, also d | ggT(d', ay).
Teilt andererseits ein d”’ sowohl d’' als auch ay, so teilt es auch aq, ..., ai_1, also gilt
d" | ggT(ay,...,a;). Aus dieser Uberlegung folgt d = ggT(d’, ay,).

Nach Induktionsannahme besitzt die Gleichung

! / /
d = alxl + ct + ak_lxkil

eine ganzzahlige Losung (2, ...,z ;). Nach dem Euklidschen Algorithmus (Satz gibt
es ganze Zahlen x und y, sodass
d=xd + Yag.

Setzt man (z1,...,2_1,x) = (z2il, ... zx)_ b,y V), wobei b’ = b/d, so erhélt man eine
Lésung von (6.1.1]). ]

6.2 Quadratische diophantische Gleichungen in zwei Unbekannten
Riickfiihrung auf Normalform

Wir betrachten eine quadratische diophantische Gleichung in zwei Unbekannten
ax?® +bry +cy® +dr+ey+ f =0 (6.2.1)

mit bekannten ganzzahligen a, ..., f und Unbekannten z und y.

Man fiihrt nun eine Reihe von Transformationen durch, um auf gewisse ,Normalformen* zu
kommen. Im Wesentlichen handelt es sich dabei um das Zusammenfassen zu vollstdndigen Qua-
draten. Wir gehen hier der Einfachheit halber davon aus, dass einige auftretende Konstanten
ungleich 0 sind, andernfalls vertauscht man entweder z und y oder man gelangt sogar zu einfa-
cheren Gleichungen.

Wir nehmen a # 0 an. Multiplikation mit 4a ergibt

0 = 4a’z? + dabzy + 4a(cy® + dz + ey + f)
= (2az + by)* + (dac — b*)y* + 2d(2ax + by) + (4ae — 2db)y + 4af.
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Setzt man x1 = 2ax + by und y; = ¥, so erhélt man die Gleichung
0=x12+ 1y + dixr +eyn + fi,

wobei ¢ = (dac — b?), di = 2d, e; = (4ae — 2db) und f; = 4af. Wir nehmen c¢; # 0 an.

Wir multiplizieren jetzt mit 4c¢; und erhalten
0 = c1(4z1? 4 4dyz1) + (A(cy)? + 4(ciyn)er) + f
und durch quadratisches Erganzen
_ 2 2 2 2
0=rci1(2z1 +d1)” + 2cyr +e1)” + (f1 — adi” —er”),

also durch die Substitutionen yo = 2z1 + di, 2 = 2c1y1 + €1, c2 = c1, fo = —(f1 — crdq? — 612)
die Gleichung

292 + coyp? = fo.

Sei jetzt ¢ = ¢3 - C fiir ein quadratfreies C' (d.h. v,(C) € {0, 1} fiir alle Primzahlen p). Wir setzen
X =29, Y = c3y2 und F = f5 und erhalten

X4+ C0Y?*=F (6.2.2)

fiir ein quadratfreies C'. Wir bemerken, dass alle Transformationen derart waren, dass C' und F
ganze Zahlen sind. Falls (x, y) eine ganzzahlige Losung von (6.2.1)) ist, so ist (X, Y") eine ganzzahlige
Losung von . Um daher alle Losungen von (6.2.1)) zu finden, muss man alle Lésungen von
(6.2.2)) finden und anhand der Transformationen entsprechende Losungen (x,y) der urspriinglichen
Gleichung ausrechnen. Dabei kann es sein, dass (z,y) nicht ganzzahlig sind, in diesem Fall
geht man eben zur nichsten Losung (X, Y) von iiber. Dieser Prozess erfordert also lediglich
viel Geduld.

Interessant ist jetzt noch die Lésung von . Wir betrachten zunéchst den Fall C' > 0.
Falls F' < 0, kann es offensichtlich keine Losung geben, weil die linke Seite sicher nichtnegativ ist.
Falls F > 0, kann es hochstens endlich viele Losungen geben, weil sowohl X2 als auch C'Y? positiv
sind. Man kann also (zumindest theoretisch) alle 1 < X < /F durchprobieren, ob (F — X?)/C
ein Quadrat ist. In der Praxis sollte man mit einfachen Kongruenzbedingungen die Suche weiter
einengen. Fiir den Fall C' = 1 vergleiche Abschnitt 6.4.

Es verbleibt damit der Fall C' < 0. Wir schreiben D := —C' > 0. Damit schreibt sich Glei-
chung als X? — DY? = F mit einem positiven D, das kein Quadrat ist.

Pellsche Gleichung

Wir betrachten zunéchst den Fall F' = 1, also
X2 -DYy?=1.

In diesem Fall nennt man die Gleichung Pellsche Gleichung. Es gibt natiirlich die trivialen Losun-
gen (£1,0).
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Satz 6.2. Sei D eine positive ganze Zahl, die kein Quadrat ist. Dann besitzt die Pellsche Glei-
chung
X2 -Dy?=1 (6.2.3)

eine Losung (X,Y) mit Y > 0.
Die Léosung mit minimalem positivem Y und positivem X wird als Fundamentallésung (X1, Y1)
bezeichnet. Alle Losungen von (6.2.3)) sind dann durch (£X,+Y%), k > 0, gegeben, wobei

X + \/EYk = (X1 + \/Byl)k (6.2.4)

fir k > 0.

Wir verschieben den Beweis der Existenz einer Fundamentallésung auf den néchsten Abschnitt.
Die fundamentale Idee ist die Faktorisierung von ([6.2.3)) als

1=X%-DY?=(X - VDY)(X +VDY). (6.2.5)

Wir beweisen zunéchst einige Hilfsaussagen, die bereits viel von der Losungsstruktur beschrei-
ben.

Lemma 6.2.1. Sei D eine positive ganze Zahl, die kein Quadrat ist. Weiters seien (x1,y1) und
(z2,y2) Losungen von (6.2.3) mit x1, xo > 0 und y1, y2 > 0.

1. Es gilt
1 < Ty < Y1 <Yz < x1+\/5y1<932+\/5y2

und
T1 =Ty < Y1 = Y2 < $1+\/By1:$2+\/5y2.

2. Seien x3 und y3 die eindeutigen ganzen Zahlen, die durch
x5+ VDys = (21 + VDy1)(x2 + VDyp)

definiert sind (also x3 = x1x9 + Dy1ys und y3 = x1y2 + x2y1 ). Dann ist auch (x3,ys3) eine
Lésung von (6.2.3) mit x3 > 0 und y3 > 0.

3. FEs gelte x1 < xo und seien x4, y4 die eindeutigen ganzen Zahlen, die durch

T+ \/ﬁm
T + \/53/2

definiert sind. Dann ist auch (x4,y4) eine Losung von (6.2.3]) mit x4 > 0 und ys > 0.

T4+ \/5y4 = = (21 + \/Eyl)(xg — \/Byz) (6.2.6)

Der erste Punkt zeigt, dass es sinnvoll ist, die positiven Losungen der Pellschen Gleichung
der GroRe nach® zu ordnen, wobei es egal ist, ob man dazu z, y oder z + v/ Dy heranzicht. In
den weiteren Punkten wird beschrieben, wie man aus Losungen weitere Losungen gewinnen kann.
Die zweite Gleichheit in ist eine unmittelbare Konsequenz aus (x2 + \/Eyg)(:vg —/Dyy) =
x% — Dy% = 1; man kann das auch als ,Rationalmachen* des Nenners sehen.

Beweis. 1. Wegen 22 = Dy? + 1 und 23 = Dy3 + 1 und der Nicht-Negativitit aller beteiligten
Groéfen folgt
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(a) aus y1 < ya2, dass x1 < x9 und damit z; + VDy1 < z9 + vV Dys,
(b) aus y; = yg, dass 1 = x9 und damit z; + vV Dyi = 29 + vV Dys,
(c) aus y; > Yo, dass 1 > x9 und damit z1 + v Dyy > x2 + vV Dys.

Daraus folgen die angegebenen Aquivalenzen.

2. Nach Konstruktion gilt 3 > 0 und y3 > 0. Weiters gilt
xr3 — \/Eyg = (1‘1 - \/5y1)(a:2 — \/Eyg)
Daher erhalten wir

3 — Dy3 = (x3 + VDys)(z3 — VDys)
= (21 + VDy1)(z2 + VDy2)(x1 — VDy1)(z2 — vV Dys)
= (¢ — Dyi) (25 — Dy3) =1-1=1,

somit ist (x3,y3) wieder Losung.

3. Zunéchst gilt wieder

24 — VDyy = (x1 — VDy1)(z2 + VDys)

und daher wieder

i — Dyi = (24 + VDys) (x4 — VDyy)
= (z1 + VDy1)(z2 — VDys2) (21 — VDy1) (w2 + VDys)
= (a1 = Dyi)(a5 — Dy3) =1-1=1.

Weiters sind x4 und y4 offensichtlich ganze Zahlen und nach Konstruktion ist :U4+\/5y4 > 1.
Wegen z4 — VDys = 1/(zq + \/Ey4) gilt 1 > x4 — v/Dys > 0. Addition dieser beiden
Ungleichungen ergibt x4 > 0. Wegen x4 + v Dys > 1 > x4 — /Dy, folgt dann auch y4 > 0.

O

Wir sind nun in der Lage, den zweiten Teil von Satz (6.2.3)) iber die Darstellung aller Lésungen
zu beweisen.

Beweis von Satz[6.9, 2. Teil (Darstellung aller Lésungen). Sei (X1,Y1) jene Lésung von (6.2.3)
mit X7 >0, Y; >0, die X; + V/DY; fiiber alle solchen Losungen minimiert.

Nach Lemma (und Induktion nach k) sind die durch gegebenen (X, Yy)
tatséchlich Losungen der Pellschen Gleichung .

Wir miissen lediglich zeigen, dass damit alle Losungen beschrieben werden. Dazu sei jetzt
(X,Y) mit X > 0 und Y > 0 eine beliebige Losung von (6.2.3). Wir wéhlen k& > 0 so, dass

(X1 +VDY1)F < X + VDY < (X; + VDY;)FH (6.2.7)
Wir definieren (X’,Y”) durch

X ++vVDY

X' +VDY' = — T —— .
(X1 + VDYy)k
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Aus dem Lemma folgt, dass (X’,Y”) eine Losung der Pellschen Gleichung (6.2.3) mit
X">0und Y’ > 0 ist. Dividiert man (6.2.7) durch (X7 ++/DY1)¥, so erhilt man

1< X' +VDY' < X, +VDY.

Aufgrund der Minimalitit der Fundamentallosung erhalten wir X’ + VDY’ = 1, also X + VDY =
(X1 + v/ DY1)* und nach Lemma @), dass (X,Y) = (X, Ya). O

Jetzt soll noch eine Rekursionsformel fiir die Losungen der Pellschen Gleichung bewiesen
werden.

Satz 6.3. Sei D kein Quadrat und (X1,Y7) die Fundamentallosung mit X1 > 1, Y7 > 1 der
Pellschen Gleichung

X2 - DYy?=1.

Dann erfiillen alle positiven Lisungen die Rekursion

KXo = 2X1 - Xpp1 — Xy, Yiro =2X1 - Y1 — Y,

fiir k> 0.

Beweis. Nach Satz [6.2] gilt
Xy, + VDY, = (X1 + VDY)

und damit auch
X, — VDY, = (X1 — VDY)

Addiert bzw. subtrahiert man diese beiden Gleichungen, so erhéilt man

Xy = c1a® 4 cp8*
Yk = dlozk + dgﬁk

fir a = (X1 + \/T)Yl), g = (X1 — \/EYl) und gewisse (reelle) Konstanten ¢, co, dq, da. Das
heifit, dass sowohl X}, als auch Y}, eine lineare Rekursion zweiter Ordnung mit charakteristischem
Polynom (¢ —a)(q— ) = ¢*> — (a+ B)qg + af = 0 erfiillen. Da a+ 8 = 2X; und af = 1, folgt die
angegebene Rekursion. O

Aufgabe 6.2.2. Zeigen Sie, dass es unendlich viele nicht-kongruente Dreiecke T' gibt, sodass die
Léangen der Seiten von T' aufeinanderfolgende ganze Zahlen sind und der Flacheninhalt von T eine
ganze Zahl ist. (Nordic 1995)

Lésung. Wir bezeichnen die Seitenldngen des gesuchten Dreiecks mit x — 1, x, x + 1 und den
Fldacheninhalt mit A. Dann gilt fiir den halben Umfang s = 3z/2 und nach der Heronschen
Flachenformel gilt

A= s(s—(r—1)(s—a)(s— (x+1)) = —

= 1633:(.r +2)z(z — 2).

Damit A? ganzzahlig ist, muss = gerade sein; wir setzen x = 2z. Weiters muss A42/2% = 3(22 — 1)
eine durch 3 teilbare ganze Zahl sein, wir setzen A/z = 3y und erhalten schlieflich

1=2%—3°%
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Das ist eine Pellsche Gleichung, sie besitzt daher laut Satz unendlich viele Losungen (z,y).
Jeder dieser Losungen fiihrt {iber £ = 2z und A = 3yz zu einer Lésung der urspriinglichen
Aufgabe.

Wollte man die Losungen tatséchlich bestimmen, so stellt man fest, dass (z,y) = (2,1) offen-
sichtlich eine Losung ist, deren y offensichtlich minimal ist. Somit ergeben sich sdmtliche positiven
Losungen durch

(Zn + \/gyn) = (2 + \/g)n

O
Existenz einer nichttrivialen Losung der Pellschen Gleichung
Um die Existenz einer Losung zu zeigen, bendtigt man den Dirichletschen Approximationssatz.
Satz 6.4 (Dirichlet). Sei o € R\ Q. Dann gibt es unendlich viele p/q € Q, sodass
P 1
a—=| < —. 6.2.8
q‘ 7 (6:28)

Man betrachtet dazu die @ + 1 Zahlen {ja},7 = 0,...,Q, die in den @ Intervallen [g,%),
E=0,...,Q — 1 liegen — fiir € R sei {z} := = — |z] der gebrochene Anteil von x. Dann gibt es

nach dem Schubfachschluss j; < jo2, sodass
) . . . . . 1
[{j2a} — {jra}| = (2 — j1)a — (2] — L1e])] < 0

man hat daher mit ¢ := (j2 — j1) und p := |j2a] — [jic] Zahlen mit der gewiinschten Eigenschaft
gefunden. Gibt es nur endlich viele p/q, die (6.2.8) erfiillen, also

Pope
]
so gibt es eine positive ganze Zahl @, fir das fiir s=1,...,k
. 1
%_%>
ds Q

gilt. Dann gibt es nach dem ersten Punkt ein p/q, das einerseits die geforderte Approximationsei-
genschaft hat, andererseits wegen

1
- —al < —<
q qQ
nicht in den pg/gs enthalten ist. O
Folgendes Lemma hilft einerseits beim Beweis der Existenz einer Losung von (6.2.3)), ist aber
andererseits auch bei allgemeinen rechten Seiten niitzlich.

Lemma 6.2.3. Sei F' # 0 eine ganze Zahl und seien (p1,q1) und (pa, g2) verschiedene Paare positiver
ganzer Zahlen, die die verallgemeinerte Pellsche Gleichung

‘ p

QO+

p;—Dqg;=F,  je{l1,2}
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losen und fiir die
p1=p2 (mod F), @1 =¢q2 (mod F) (6.2.9)

gilt.
Dann gibt es eine nichttriviale Losung (z,y) von (6.2.3) mit

p +VDg = (p2 + \/th)(x + \/ﬁy)'

Beweis. Wir bestimmen (x,y) durch

+vD - D _
T+ \/By = 2} \/7(11 — D1p2 q192 + q1p2 — P192 \/5
P2 +vVDgo F F

Aufgrund der Kongruenzbedingungen (6.2.9)) sind = und y ganze Zahlen. Weiters gilt

:P1+\/EQ1.171*\/5Q17F

p2+VDgy po—VDg F 7

somit ist (z,y) eine Losung von (6.2.3). Schlieflich kann nicht y = 0 gelten, weil das zu (p1,q1) =
(p2, q2) fiihren wiirde. -

Wir kénnen nun zeigen, dass tatsachlich immer eine Losung besitzt.
Beweis von Satz 1. Teil (Existenz). Betrachte ein p/q € Q, das erfiillt. Dann gilt
1
q
Da es nach dem Satz von Dirichlet unendlich viele Paare (p, q) gibt, die (6.2.10) erfiillen, gibt es
nach Schubfachschluss ein m € Z, sodass

22 — Dy? = (x+ \/Ey)(a? — \/By)

P> = Dg*| = |p— V' Dg| - |p+ VDg| < = - (Ip — VDg| +2v/Dg) < (2V'D +1). (6.2.10)

p*—D¢*=m (6.2.11)

flir unendlich viele Paare p, ¢ gilt. Dieses m kann nicht 0 sein, weil sonst D eine Quadratzahl wére.
Da es unendlich viele Paare (p, q) gibt, die (6.2.11]) erfiillen, gibt es nach Schubfachschluss eine
Losung (po, go) von (6.2.11)), sodass es unendlich viele Paare (p, ¢) gibt, sodass

p=po (modm), qg=qo (mod m), p? — Dg* =m. (6.2.12)
Dann existiert laut Lemma eine nicht-triviale Losung von (6.2.3)). O

Verallgemeinerte Pellsche Gleichung

Fiir F # 1 hat die Gleichung X2 — DY? = F nicht immer eine Losung, wie das Beispiel
X?-3y?=-1

zeigt: Hier gibt es nicht einmal modulo 3 eine Losung.
Wenn allerdings eine Losung (u,v1) von

u? — Dv* =F (6.2.13)
existiert und (X1,Y;) die Fundamentallssung von X2 — DY? = 1 ist, so erhiilt man durch
ug + VD = (u+ VD) (X, + VDYy)*

wieder unendlich viele Losungen von (6.2.13). Wenn F' = —1 und v; > 0 minimal war, so erhilt man
nach Lemma wieder alle Losungen; fiir allgemeines F' muss das nicht der Fall sein.
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Beispiel 6.2.4. Wir betrachten die Pellsche Gleichung
u? — 202 =17.

Die Fundamentalldsung von X2 —2Y?2 = 1 ist (3,2). Weiters sind (3, 1) und (5, 3) Lésungen von
u? — 202 = 7, allerdings gilt
5+3v2_9 4 5
3+V2 T 7
damit unterscheiden sie sich nicht nur um Potenzen der Fundamentallésung der Pellschen Gleichung.
Wir erhalten damit Losungen

(34 1v2)(3 +2v2)F und (5 + 3v2)(3 + 2v/2)~.

Man kann zeigen, dass das alle Lésungen mit positiven Komponenten ergibt.

6.3 Pythagoraische Tripel, Indische Formeln

Hier soll noch eine spezielle quadratische diophantische Gleichung in drei Unbekannten behandelt
werden:
X?+v?=2% (6.3.1)

wobei in diesem Fall nur positive Losungen interessant sind. Man spricht von einem pythagordi-
schen Tripel, weil die Losungen dieser Gleichung Seitenldngen eines rechtwinkeligen Dreiecks sind.
Das wohl bekannteste Beispiel ist das Tripel (X,Y, Z) = (3,4,5).

Wir wollen nun sdmtliche pythagoréischen Tripel finden. Dies soll hier geometrisch argumen-
tiert werden. Da mit jedem pythagordischen Tripel (X,Y,Z) auch (tX,tY,tZ) mit positivem
ganzem t ein pythagoréisches Tripel ist (und umgekehrt), reicht es, nur pythagoréische Tripel
(X,Y,Z) mit ggT(X,Y, Z) = 1 zu finden.

Sei (X,Y, Z) ein solches pythagoriisches Tripel. Wenn X und Y beide ungerade sind, so gilt
7?2 = X2 +Y? =2 (mod 4), ein Widerspruch. Wenn X und Y beide gerade sind, so ist auch Z
gerade, was ebenfalls ein Widerspruch ist. Wir nehmen ohne Beschréinkung der Allgemeinheit an,
dass Y gerade und X ungerade ist.

1 Wir dividieren (6.3.1) durch Z? und erhalten mit z =
g X/Z und y = Y/Z die Gleichung

4y’ =1 (6.3.2)
(71,0)

v

mit rationalen z und y. Der Punkt (z, y) ist also ein rationaler
Punkt am Einheitskreis. Wir legen eine Gerade g durch (z,y)
und den speziellen Punkt (—1,0). Sie hat offensichtlich eine

k — y . (6.3.3)

Die Steigung ist positiv, weil z > 0 und y > 0. Wir driicken y aus (6.3.3)) aus und setzen in (6.3.2)
ein und erhalten

22+ kA (r+ 1) =1,
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was zu (22 — 1) + k%(z + 1)? = 0 und nach Kiirzen von 2 +1 > 1 zu (x — 1) + k2(z +1) = 0
aquivalent ist. Wir erhalten damit

1k

14k

x

Es entspricht jedem pythagoriischen Tripel genau eine positive rationale Steigung 0 < k < 1
und umgekehrt. Wir schreiben k = v/u fiir positive ganze teilerfremde Zahlen u und v. Es ergibt
sich

X

B u? — v? v <1 u? — 112) 2uv (6.3.4)

w402’ Y= w2+0v2) w2402
Offensichtlich muss v > v gelten, damit > 0. Nehmen wir an, dass v = v = 1 (mod 2). In
diesem Fall ist u? —v? =1—-1=0 (mod 4) und u? +v* =1+1=2 (mod 4). Da z = X/Z =
(u? — v?)/(u? + v?), folgt daraus, dass X gerade ist, ein Widerspruch. Da u und v teilerfremd
sind, folgt daraus u #Z v (mod 2) und damit u?+v? =1 (mod 2). Daher gilt ggT(2uv, u? +v?) =
geT(uv, u?+v?) = 1, weil ggT(u,v) = 1. Ebenso gilt ggT (u? —v?, u? +0v?) = ggT (u? +v?, —20v?) =
geT(u? 4+ v% v?) = ggT(u?,v?) = 1. Damit sind die Darstellungen von z und y in bereits
gekiirzt. Wir lesen die so genannten indischen Formeln fiir X, Y und Z ab:

X =u? -2
Y = 2uwv, (6.3.5)

Z =u? + 0%
Wenn umgekehrt « und v relativ prime Zahlen mit v > v und v # v (mod 2) sind, so rechnet
man leicht nach, dass die in (6.3.5)) gegebenen (X, Y, Z) ein pythagoriisches Tripel bilden, wobei

geT(X,Y,Z) =1 und Y gerade.
Damit haben wir folgenden Satz bewiesen:

Satz 6.5. Die drei positiven ganzen Zahlen (X,Y,Z) bilden genau dann ein pythagordisches
Tripel mit 2 | Y und ggT(X,Y,Z) = 1, wenn es relativ prime ganze Zahlen u und v mit u > v
und u # v (mod 2) gibt, sodass die indischen Formeln (6.3.5)) gelten.

6.4 Darstellung von Zahlen als Summe von Quadraten

In diesem Abschnitt soll die Frage geklart werden, welche positiven ganzen Zahlen n eine Darstellung
der Form
n=2%4+y? oder n = 27 + 3 + 23 + 23

mit ganzen x, y, 1, ..., 4 haben.

Satz 6.6. Sei n eine positive ganze Zahl. Dann besitzt n genau dann eine Darstellung
n=a?+y?

mit ganzen x und y, wenn fir alle Primteiler p | n mit p =3 (mod 4) gilt, dass v,(n) gerade ist.

Beweis. 1. Wir beweisen zunéchst die Aussage fiir den Fall, dass eine n eine Primzahl p ist, die
kongruent 1 modulo 4 ist.

Aus Satz folgt, dass —1 ein quadratischer Rest modulo p ist, weil (p —1)/2 gerade ist und
damit (—1)P=1/2 = 1 gilt. Es gibt daher eine ganze Zahl z mit 22> = —1 (mod p).
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Wir wihlen jetzt die positive ganze Zahl r so, dass r? < p < (r + 1)? gilt. Fiir die (r +1)% > p
Paare (x,y) mit 0 < z,y < r betrachten wir 2z — y. Nach Schubfachschluss sind mindestens
zwei dieser Zahlen kongruent modulo p, es gibt also 0 < x, 2, y,y’ < r mit (x,y) # («’,y’) und

rz—y=x2—vy (mod p).
Daraus ergibt sich
2(x—2")=(y—vy') (mod p). (6.4.1)
Wir betrachten nun die Zahl v = (z — 2')? + (y — ¥’)?. Es gilt nach Konstruktion

O<u<2r®<2p (6.4.2)
und wegen (6.4.1]) auch
u=(r—2)2(1+2%) (mod p).
Nach Definition von z ist nun « durch p teilbar, woraus sich wegen (6.4.2))
p=u=(z-a)+@y-y)
ergibt, wir haben somit eine Darstellung von p als Summe zweier Quadratzahlen gefunden.
2. Wir bemerken, dass auch die Primzahl 2 als Summe 2 = 12 + 12 dargestellt werden kann.

3. Jede Quadratzahl a? kann als a? = a? + 02 geschrieben werden.

4. Wir zeigen, dass mit zwei Zahlen auch das Produkt als Summe zweier Quadrate geschrieben
werden kann. Sei nimlich m = a? + b? und n = ¢ + d2. Dann gilt

mn = (a® + b%)(c? + d*) = (ac + bd)* + (ad — be)?.

Es wurde also eine Darstellung der gesuchten Form gefunden.

5. Aus dem bisher Gezeigten folgt, dass jede Zahl der im Satz angegebenen Form als Summe
zweier Quadrate geschrieben werden kann.

6. Sei p eine Primzahl mit p = 3 (mod 4), die n teilt, und sei n = 2% + 3%, Sei a =
min(v,(z), vp(y)). Dann teilt p>* offensichtlich n, und wir erhalten ny = 2% +yf mit x; := z/p°,
y1 :=y/p* und ny = n/pzo‘. Durch die Wahl von « ist nun x; oder y; nicht durch p teilbar.

Wir nehmen an, dass p | n1. Da dann 2?2 = —y? (mod p), sind sowohl x; als auch y; nicht
durch p teilbar. Daher gilt nach Satz

1= (22)" V2 = (Cy)P D2 = (c)P-D2 1 = _1 (mod p),

weil (p — 1)/2 ungerade ist. Das ist ein Widerspruch, also kann p kein Teiler von n; mehr
sein, d.h. v,(n) = 2a war gerade. Somit ist die Bedingung an die Primfaktorzerlegung auch

notwendig.
O

Wenn man hingegen 4 Quadrate zulésst, so ldsst sich jede Zahl darstellen:

Satz 6.7 (Lagrange). Sein eine positive ganze Zahl. Dann gibt es ganze x1, x2, 3, T4, sSodass

2 2 2 2
n=x] +x3; +xr3+ 5.

Auch dieses Resultat lasst sich durch eine Art Schubfachschluss beweisen, vergleiche zum Beispiel
Ireland und Rosen [4 Abschnitt 17.7].
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7 Primzahlverteilung

In diesem Abschnitt sollen einige Resultate {iber die Verteilung der Primzahlen bewiesen
werden. Das klassischste Resultat soll auf Euklid zuriickgehen:

Satz 7.1. Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis. Wir fiithren einen indirekten Beweis: Wir nehmen an, dass es endlich viele Prim-
zahlen gébe und bezeichnen diese mit py, ..., py. Wir betrachten die Zahl

r=pi-p2---pn+ 1L

Offensichtlich gilt fiir alle Primzahlen p;, dass = 1 (mod p;) und dass daher p; kein
Teiler von x ist. Nach dem Satz iiber die eindeutige Primfaktordarstellung muss es aber
eine Primzahl p geben, die x teilt. Somit war die Liste pi,..., py — im Widerspruch zur
Annahme — nicht die vollstéandige Liste aller Primzahlen. [

Ein wenig préziser ist bereits der

Satz 7.2 (Bertrandsches Postulat). Fiir jede positive ganze Zahln gibt es eine Primzahl p, sodass

n <p<2n.

Ein (elementarer) Beweis stiitzt sich auf eine genaue Abschitzung des Binomialkoeffizienten (2:)
und auf Satz vgl. [I].

Das vermutlich beriihmteste Ergebnis iiber die Verteilung der Primzahlen ist der Primzahlsatz.
Er besagt, dass der Anteil der Primzahlen bis zu einer (grofen) ganzen Zahl n nidherungsweise 1/Inn
betrégt; praziser:

Satz 7.3 (Primzahlsatz). Fir eine positive ganze Zahln bezeichne w(n) die Anzahl der Primzahlen
<n. Dann gilt

Der Beweis wurde das erste Mal von Hadamard und de la Vallée-Poussin im Jahr 1896 gefiihrt;
iiblicherweise verwendet man Techniken der komplexen Analysis. Es gibt allerdings einen ,elementa-
ren“ (d.h., ohne Verwendung der komplexen Analysis) Beweis von Selberg und Erdés, der allerdings
ziemlich lang und kompliziert ist.

Es gibt nicht nur unendlich viele Primzahlen, sondern auch unendlich viele Primzahlen in jeder
arithmetischen Folge z, = an + b, falls ggT(a, b) = 1:

Satz 7.4 (Dirichlet). Seien a und b relativ prime ganze Zahlen mit a > 0. Dann gibt es unendlich
viele Primzahlen p mit
p=b (mod a).

Der Beweis wird analytisch gefiihrt, er verwendet die Theorie der L-Reihen.
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8 Kongruenzen fiir Fakultaten und Binomialkoeffizien-
ten

8.1 Satz von Wilson

Satz 8.1 (Wilson). Sei n > 2 eine ganze Zahl. Dann ist n genau dann eine Primzahl,

o (n—1)!'=-1 (mod n) (8.1.1)

qgilt.

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass gilt. Sei p eine Primzahl, die n teilt, aber
ungleich n ist. Dann ist offensichtlich p < n, also p | (n — 1)!, womit aber nach auch
p | —1 folgt. Daher kann es eine solche Primzahl nicht geben, also ist n selbst schon prim.

Sei jetzt umgekehrt n eine Primzahl. Dann gibt es nach Satz zujedem 1 <z <n-—1
ein1 < f(z) <n—1,sodass zf(x) =1 (mod n), das heift, dass die Faktoren von (n —1)!
in Paare (x,y) eingeteilt werden konnen, sodass zy = 1 (mod n). Dabei ist lediglich auf
den Fall Riicksicht zu nehmen, dass z = y. In diesem Fall gilt aber 2> = 1 (mod n), was
dquivalent zu p | (z—1)(z+1) ist, also folgt = € {1,n—1}. Damit kiirzen sich alle Faktoren
in (n—1)! bis auf 1 und n —1 weg, und wir erhalten (n—1)! =1-(—-1) = —1 (mod n). O

Aufgabe 8.1.1. Fiir jede positive ganze Zahl n sei f(n) der grofte gemeinsame Teiler von
n! + 1 und (n + 1)!. Finden Sie (mit Beweis) eine Formel fiir f(n) fiir alle n. (n! = 1-
2---(n—1)-n) (Irland 1996)

Liosung. Sei p ein Primteiler von f(n). Wegen p | (n! + 1), ist p teilerfremd zu 1, 2, ...,
n. Aus p | (n + 1)! kann man daher p|(n + 1) folgern. Allerdings kann p kein echter Teiler
von (n + 1) sein, weil p ja zu den Zahlen < n teilerfremd ist, also gilt p = n + 1. Falls also
n+ 1 keine Primzahl ist, so ist f(n) = 1. Falls n+1 = p eine Primzahl ist, so ist f(n) = p*
fiir ein @ > 0. Da in (n + 1)! = p! die Primzahl p offensichtlich genau einmal vorkommt,
kommt nur mehr o € {0,1} in Frage. Da laut dem Satz von Wilson n! = —1 (mod p), ist
p tatséchlich ein gemeinsamer Teiler von (n!+1) und (n+1)! = pl, also f(n) =p=n+1.
Zusammenfassend gilt

n—+1, falls n+ 1 eine Primzahl ist,
f(n) =
1, sonst.

8.2 Reste von Binomialkoeffizienten

In diesem Abschnitt soll untersucht werden, welche Reste der Binomialkoeffizient (Z) bei Division
durch eine Primzahl l&sst.
Wir zeigen zunéchst ein einfaches, aber immer wieder niitzliches Lemma.
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Lemma 8.2.1. Sei p eine Primzahl und 1 < k < p — 1. Dann teilt p den Binomialkoeffizienten
p
(2)-

Beweis. Es gilt

<p> _pp-1)--(p-k+1) (8.2.1)

k k!
Wegen 1 < k < p—1ist keine der Zahlenp—1, ..., p—k+1sowie k, k—1, ..., 1 durch p teilbar.
Somit kommt der Primfaktor p in der rechten Seite von (8.2.1) im Zé&hler genau einmal und im
Nenner iiberhaupt nicht vor. Somit ist (Z) durch p teilbar. ]

Wir bemerken sofort, dass die Aussage des Lemmas fiir k = 0 oder fiir k¥ = p sicherlich falsch
ist, weil bekanntlich () = (g) =1 gilt.
Wir betrachten nun die Restklasse eines Binomialkoeffizienten modulo p in Abhéngigkeit von
der Ziffernentwicklung zur Basis p:

Satz 8.2 (Lucas). Seip eine Primzahl und seien n und k in der Zifferndarstellung zur Basis p als

n = nep’ +ne_1p" "+ 4+ napt + no,
k= kep® 4+ ke_1p™ 4+ kip' + ko

(=G () oan. ©22

wobei (wie iiblich) per Definition (}) =0 fir b > a gilt.

gegeben. Dann gilt

Beweis. Wir berechnen den Koeffizienten von ¥ im Polynom (1+4x)" auf zweierlei Arten. Einerseits
ist dieser Koeflizient laut binomischem Lehrsatz gleich (Z) Andererseits gilt

4 4

(L+a)" = (L +a)=imom? = [+ =] ((1 Jrz)pj)

§=0 §=0
Aus Lemma und durch Induktion nach j erhalten wir

nj

(1+ )P =1+ 27 (mod p),
weil ja
P

p .
1 P = t=1 p d p).
(1+x) ;ZO <Z)x + 2P (mod p)
Wir erhalten also

Q+a)r=JJa+2")" =] D (”ﬂ);cw] =111> ("]);EW (mod p).
=0 i=0 \a;=0 \% i=0 \a;=0 \%

Im letzten Schritt wurde verwendet, dass (27) = 0 fiir a;j > n;. Ausmultiplizieren des Produkts
J
ergibt

V4

n; )

1+a)" = E H( j)x““’

a:
0<ag,ap—1,...,a1,a0<p—1j=0 7

¢

- 3 f[(@ eZi=09P  (mod p).

0<a¢,a¢g—1,...,a1,a0<p—1 \j=0
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Die Exponenten von x sind also offensichtlich durch ihre Zifferndarstellung zur Basis p gegeben. Um

den Koeffizienten von z* abzulesen, miissen wir daher den Summanden (ay, ..., aq) = (ke, ..., ko)
heranziehen und erhalten (8.2.2). O
8.3 Satz von Wolstenholme
Satz 8.3. Sei p > 3 eine Primzahl. Dann ist der Zdhler von
1 1 1
1+ 4+ -4 ey —— 3.1
gttt (8.3.1)
durch p? teilbar. Weiters ist der Zihler von
1+ 1 + L ++ ! (8.3.2)
S (v =17 -
durch p teilbar.
Vor dem Beweis geben wir folgendes Korollar an:
Korollar 8.3.1. Sei p > 3 eine Primzahl. Dann gilt
2
( p) =2 (mod p?)
p
und ) )
(5__1 ) =1 (mod p?). (8.3.3)

Beweis von Satz[83 Fiir 1 < k < p — 1 bezeichnen wir den inversen Rest von k modulo p mit %
Wir beweisen zunéchst (8.3.2)). Da die Abbildung = % die Reste 1, ..., p — 1 permutiert, gilt

—1 —1
SNl (- Dpp-1)
2 = 6

0 (mod p),

und (8.3.2) ist bewiesen.

Wir betrachten das Polynom
Qlz)=(@-1)=-2)...(z-(p—-1)).
Ausmultiplizieren ergibt
= 1
Q@) =(p-1!—zp -1y z+a"e-1'{ > i
k=1 1<i<j<p—1
Da p — 1 gerade ist, gilt Q(0) = Q(p) = (p — 1)!. Daher gilt

-1

bS]

0=Q(p) — Q) = —p(p—1)!

k=1 1<i<j<p—1

| =

Betrachtet man diese Kongruenz nur modulo p?, sieht man, dass

pll
k
1

=0 (modp)

?.
Il

+p*(p—1)! Z % (mod p?).

(8.3.4)

(8.3.5)

(8.3.6)
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gilt. Dies hitte man auch durch ein Argument wie in 4)) gesehen. Unsere Aufgabe ist es allerdings,
dieselbe Kongruenz modulo p? zu zeigen.

Es gilt

1 1 1 1 1 1 1
D AR D B 1 WDV I SIS S
1<i<j<p—1 1<i,j<p—1 1<i<p—1 1<i<p— 1 1<j<p—1 1<i<p—1 (837)

E%(o-ow) (mod p),

wobei im letzten Schritt (8.3.6)) und (8.3.2]) verwendet wurden.
i

Damit ergibt sich aus (8.3.5)), dass

p—1 1
0=—p(p—1)') - (mod P°),
k=1

woraus nach Kiirzen von p unter Berticksichtigung von ggT(p, (p — 1)) =1

p—1

1
— d
- (mod p?)
k=1

folgt. O

Beweis von Korollar[8.3.1l Zunichst bemerken wir, dass

2p\ _2p2p—1)...(p+1) _ (2p—1)...(p+1) _ (2p—1
() : (3)

D plp—1)...1 (p—1)...1 p—1
gilt, es reicht also, (8.3.3)) zu beweisen.
Es gilt
2p—1 2p—1)... 1 —-1)... 1
P _@p-1)...(p+1) (p+p—1) (p+):<1+g)(1+g)m 14 P
p—1 (p—1)...1 (p—1)...1 1 2 p—1
g 1
=1 - 2 —=1 dp?
ISR T DD 7 (mod p?),
=1 1<i<j<p—1

wobei im letzten Schritt der Satz von Wolstenholme und (8.3.7)) verwendet wurden.
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