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12. Juni 2025

Aufgabe 1. Man bestimme alle Tripel (a,b, c), wobei a, b, ¢ > 0 ganze Zahlen sind, die
ab+bc+ca=2(a+b+c)

erfiillen.

(Karl Czakler)
Antwort. Die 17 Losungen sind alle Permutationen der Tripel (0,0, 0), (0, 3,6), (0,4,4), (1,2,4), (2,2,2).

Lésung 1. Da die Angabe symmetrisch in a, b und c ist, kénnen wir 0. B.d. A. @ < b < ¢ annehmen. Die
Gleichung kann man in der Form

alb—2)+b(c—2)+c(a—2)=0
anschreiben. Daraus folgt a < 2. Wir unterscheiden drei Félle:

o a=2
Dann folgt 2b — 4 + bc — 2b = 0, also bc = 4 und damit (b,¢) = (1,4) oder (b,c) = (2,2). Nur
letztere Moglichkeit erfiillt die Annahme a < b < ¢. Also ist das Tripel (2,2,2) hier die einzige
Losung.

e a=1
Dann folgt b+bc+c = 2+2b+2c und damit (b—1)(c—1) =3. Der Fallb—1 = -3 und c—1 = —1
ist nicht moglich, da b positiv sein muss. Also muss b — 1 = 1 und ¢ — 1 = 3 sein. Die einzige
Losung ist hier somit das Tripel (1,2,4).

e a=0
Dann folgt be = 2b 4 2¢ und damit (b — 2)(c — 2) = 4. Die einzigen Mdoglichkeiten sind:
o b—2=1und ¢— 2= 4. Wir erhalten das Losungstripel (0, 3, 6).
o b—2=—4und ¢ — 2 = —1. In diesem Fall ist b negativ, also ergibt sich keine Losung.
o b—2=2und ¢ — 2= 2. Wir erhalten das Losungstripel (0, 4,4).
o b—2=—-2und ¢ — 2= —2. Wir erhalten das Losungstripel (0,0, 0).

Alle Losungstripel sind daher (2,2,2), (1,2,4), (0,3,6), (0,4,4) und (0,0,0) samt allen Permutatio-
nen.

(Karl Czakler) O

Lésung 2. Wir betrachten zunéchst den Fall, dass (mindestens) eine der Variablen gleich 0 ist. Da die
Gleichung symmetrisch ist, konnen wir 0. B.d. A. @ = 0 und b < ¢ annehmen. Wie in der vorherigen
Losung erhalten wir damit die Losungstripel (0,3, 6) und (0,4, 4).

Nun sei abe # 0. Es folgt a, b, ¢ > 1. Wieder kénnen wir 0. B.d. A. ¢ > b > a > 1 annehmen. Die
Gleichung lasst sich nun in der Form

(a—1D)b-1D)+bB-1(c—1)+(c—1)(a—1)=3

schreiben. Nach Voraussetzung ist jedes der drei Produkte gréfser oder gleich 0. Wir unterscheiden zwei
Fille:



e Angenommen, a = 1. Dann folgt (b— 1)(c — 1) = 3, also b =2, ¢ = 4.

e Angenommen, a > 1. Dann ist jeder Faktor links grofer als 0, also mindestens 1. Es miissen also
alle Faktoren gleich 1 sein, da sich sonst eine grofere Zahl als 3 ergibt. Wir erhalten a = b = ¢ = 2.

Somit sind die Losungstripel genau (0,0, 0), (6,3,0), (4,4,0), (4,2,1), (2,2,2) und deren Permuta-
tionen.

(Gottfried Perz) O

Lésung 3. Wir stellen fest, dass hochstens eine der drei Zahlen ungerade sein kann, da sonst die linke
Seite ungerade wire.

e Wir betrachten zunéchst o. B.d. A. den Fall, dass a ungerade ist und b und ¢ gerade sind. Weiters
nehmen wir 0. B.d. A. b < ¢ an.

o Ist a =1, so folgt b+ bc+ ¢ =2+ 2b+ 2¢ bzw. (b— 1)(c — 1) = 3. Dies hat nur die Losung
b =2 und ¢ = 4. Damit erhalten wir das Losungstripel (1,2,4
) 1

).
o Ist a = 3, so folgt 3b+ bc+ 3¢ = 6+ 20+ 2¢ bzw. (b+ 1)(c+ 1) = 7. Dies hat nur die Losung
b =0 und ¢ = 6. Damit erhalten wir das Losungstripel (3,0, 6).

o Ist a >3 und b,c > 2, so folgt 2a + 2b+ 2¢ = ab+ bc + ca > 2b+ 2¢ + 2a, Widerspruch. Also
muss b = 0 sein. Es folgt ca = 2a + 2¢ bzw. (¢ — 2)(a — 2) = 4. Dies ist aber nicht mdoglich,
da a ungerade ist.

e Es seien nun a, b und ¢ gerade und 0.B.d.A. 0 <a <b<c

o Ist a =0, so folgt bc = 2b + 2¢ bzw. (b — 2)(¢ — 2) = 4. Da b und ¢ gerade sind, hat dies nur
die Losungen b = ¢ = 0 und b = ¢ = 4. Damit erhalten wir die Losungstripel (0,0,0) und
(0,4,4).

o Ist a > 2, so folgt 2a 4+ 2b+ 2¢ = ab+ bc+ ca > 2b+ 2¢+ 2a mit Gleichheit fiir a = b = ¢ = 2,
woraus man das Losungstripel (2,2, 2) erhalt.

Séamtliche (17) Losungen erhélt man durch die Permutationen der gefundenen Losungstripel.
(Reinhard Razen) [

Aufgabe 2. Gegeben sei ein spitzwinkeliges Dreieck ABC'. Die Punkte D, E und F' seien die Fufpunkte
der Héhen durch die Eckpunkte A, B und C.
Man zeige: Wenn AF = C'F, dann stehen die Strecken DE und DF' aufeinander normal.
(Karl Czakler)

Lésung 1. Das Dreieck AFC' ist ein gleichschenkelig rechtwinkeliges Dreieck, daher gilt <FAC =
JACF = 45°. Das Viereck HECD ist ein Sehnenviereck, daher gilt xFDH = SECH = SACF = 45°.
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Ebenso ist das Dreieck AE'B ein rechtwinkeliges Dreieck, daher gilt X EFBA = 90° — <<BAE = 90° —

S FAC = 45°. Das Viereck HF BD ist ein Sehnenviereck, daher gilt <HDF = <HBF = <FBA = 45°.
Daraus folgt < EDF = <EDH + <HDF = 90°.

(Karl Czakler) [

Lésung 2. Die Punkte F' und D liegen auf dem Thaleskreis iber AC'. Das Dreieck AF'C' ist gleichschenk-
lig, somit ist <xF'C' A = 45°. Nach dem Peripheriewinkelsatz ist daher auch <FFDA = 45°.
Analog liegen die Punkte F und D auf dem Thaleskreis iiber AB. Das Dreieck BFE A ist gleichschenk-
lig, somit ist X ABE = 45°. Nach dem Peripheriewinkelsatz ist daher auch XADFE = 45°.
Somit ist <FDE = AFDA+ <ADE = 45° 4+ 45° = 90°
(Reinhard Razen) [

Liosung 2a. Die Punkte F' und D liegen auf dem Thaleskreis {iber AC'. Das Dreieck AF'C' ist gleich-
schenklig, somit ist < FFCA = 45°. Nach dem Peripheriewinkelsatz ist daher auch <xF DA = 45°. Die
Hohe AD halbiert bekanntlich den Innenwinkel des Hohenfufpunktdreiecks FDFE. Somit ist < FDE =
2-9YFDA =2-45"=90".

(Reinhard Razen) [

Lésung 3. Es sei M der Mittelpunkt von AC. Bekanntlich liegen die Punkte D, E, F und M am
Feuerbachkreis. Das Dreieck AF'C' ist gleichschenklig, also gilt <FMC = <FME = 90°. Da DEMF
ein Sehnenviereck ist, folgt X EDF = 90°.

(Michael Reitmeir) O

Aufgabe 3. Wie viele vierstellige Zahlen gibt es im Dezimalsystem, bei denen die Tausenderziffer grofier
als alle anderen Ziffern ist?
(Gerhard Kirchner)

Antwort. 2025

Lisung 1. Wenn k € {1,...,9} die erste Ziffer ist, so konnen die iibrigen Ziffern aus {0,...,k — 1}
gewihlt werden, es gibt also k Moglichkeiten fiir jede Ziffer, das sind k* Moglichkeiten fiir den Block aus
den letzten 3 Ziffern. Insgesamt sind es also

9-10

2
13+23+...+93=(T> = 45% = 2025

Moglichkeiten, vgl. die bekannte Formel, die auch auf der Formelsammlung steht.

(Gerhard Kirchner) O



Lésung 2. Wir betrachten zunéchst die vierstelligen Zahlen, bei denen die Tausenderziffer nicht gréfer
als die anderen Ziffern ist. Es sei k € {1,...,9} die Tausenderziffer.

e Ist die Hunderterziffer grofer oder gleich & (dafiir gibt es 10 — k& Moglichkeiten), dann konnen die
Zehner- und die Einerziffer beliebig sein (jeweils 10 Moglichkeiten), insgesamt gibt es in diesem
Fall also (10 — k) - 10> Mdglichkeiten.

e Ist die Hunderterziffer kleiner als k (k Moglichkeiten), dann muss

o entweder die Zehnerziffer grofer oder gleich k (10 — k& Moglichkeiten) und die Einerziffer
beliebig sein (10 Moglichkeiten), gesamthaft gibt es also (10 — k) - 10 Moglichkeiten,

o oder die Zehnerziffer kleiner als k (k Moglichkeiten) und die Einerziffer grofer oder gleich &
sein (10 — k& Moglichkeiten), gesamthaft gibt es also k(10 — k) Moglichkeiten,

woraus sich in diesem Fall £((10 — k) - 10 + k(10 — k)) = k(10 — k)(10 + k) Moglichkeiten ergeben.

Fiir festes k£ erhalten wir also

(10 — k) - 10* + k(10 — k)(10 + k) = (10 — k)(10% + 10k + k*) = 1000 — k*

9
Méglichkeiten. Summieren wir iiber & so erhalten wir Y (1000 — k%) = 9000 — (2%-)* = 9000 — 452.
k=1
Um schlieklich die vierstelligen Zahlen zu erhalten, bei denen die Tausenderziffer gréfser als die anderen

Ziffern ist, miissen wir noch 9000 — 45%.von der Anzahl aller vierstelligen Zahlen, also von 9000, subtra-
hieren. Das ergibt 45% = 2025.
(Reinhard Razen) [

Aufgabe 4. Wir betrachten alle Zahlen der Form
20" +2-5",

wober n > 2025 eine ganze Zahl ist.
Man bestimme die gréofste ganze Zahl k, die jede dieser Zahlen teilt.
(Walther Janous)

Antwort. k = 6 - 5202

Lisung 1. Es ist 20" + 2 - 5" = 57(4" 4 2) = 52025 . 5n=2025 . 9. (22n=1 4 1), Wegen n — 2025 > 0 ist
k = 52925.2.d, wobei d der grofte gemeinsame Teiler aller Zahlen der Form 22"~! + 1 fiir n > 2025 ist.
Nun ist aber

ggT<22n71 4 1’22n+1 4 1) — ggT(22nfl + 1’ 22n+1 4 1 — 4(227171 4 1)) — ggT(22nfl + 1’ _3) c {1’3}
Wegen 227! +1=(—-1)*"1+1=0 (mod 3) haben wir schlieflich d = 3 und somit k = 6 - 5292°,
(Walther Janous) [
Lisung 2. Es sei a, = 20" + 2 - 5" = 5"(4" + 2) = 52025 . 5n=2025(4n 4 2) Wegen n — 2025 > 0 sind alle
a, jedenfalls durch 52°%° teilbar. Weiters ist agges = 520%°(4%20%5 4 2) und agges = 520%0(420%6 4 2).

e Wegen 4?9 +2=4+2=1%0 (mod 5) ist 52°%° die grokte Potenz von 5, die in ases und somit
auch in allen a,, mit n > 2025 vorkommt.

e Wegen 4" + 2 =2 (mod 4) kommt 2 in allen a,, nur in erster Potenz vor.

e Wegen 4" +2=1+2=0 (mod 3) ist jedes a, durch 3 teilbar. Da aber 420% 4 2 = (43)67° 4+ 2 =
142 =3 (mod 9) gilt, ist 3! die grofte Potenz von 3, die in allen a,, vorkommt.

4



e Es sei nun p > 3 ein gemeinsamer Primteiler von 4%0%° 4 2 und 4226 + 2, dann teilt p auch die
Differenz 4%0%6 4 2 — (4202 4 2) = 3. 4292 = 3. 21950 Widerspruch. Es gibt also keine weiteren
gemeinsamen Primteiler.

Somit ist k =2 -3 - 520% = 6. 5202,
(Reinhard Razen) [



