IMO 2023 Aufgaben und Losungen

Aufgabe 1: Man bestimme alle zusammengesetzten ganzen Zahlen n > 1 mit der folgenden
Eigenschaft: Sind dy,ds,...,dp mit 1 = d; < dy < --- < dp = n alle positiven Teiler von n,
dann ist d; ein Teiler von d;; 1 + d;,o fliralle 1 <i <k —2.

Lo6sung: Genau die Primpotenzen n = p” mit r > 2 haben diese Eigenschaft.
Es ist zuerst klar, dass diese Zahlen die Bedingung erfiillen, denn fiir n = p” mit r > 2 gilt
di = p'~ ', diy1 = p* und di o = p™*, und wegen

digr +dipo =p' +p ' =p" - (p+1)
gilt auch ‘ ’

di=p - (1+p) = dig1 + diya.
Nun bleibt zu zeigen, dass es keine weiteren Zahlen mit dieser Eigenschaft gibt. Wir nehmen
an, es gabe eine Zahl n mit dieser Eigenschaft, die zwei verschiedene Primteiler p und ¢ besitzt.

Wir nehmen oBdA an, es gelte p < ¢, und es seien dies die zwei kleinsten Primteiler von n.
Dann gibt es einen Index 7, sodass

dlzl,dgzp,...,dj :pj_l,dj+1:q,...,

und es folgt daraus auch

n n n n
d—j—1 = E;dkfj = Eadkfj+1 = Sy = E,dk =n.
Nun gilt aber dy_;_; | dy—; + di—j+1, oder
n. n n n
g p ptop

Daraus folgt aber p’/ | ¢(p+ 1), was nicht méglich ist, da p und ¢ verschiedene Primzahlen sind
und auch sicher p nicht p + 1 teilt. Wir erhalten also einen Widerspruch, und es muss somit
n =p" gelten. O

Aufgabe 2: Sei ABC' ein spitzwinkliges Dreieck mit AB < AC und sei {2 der Umkreis von
ABC. Ferner sei S der Mittelpunkt des Bogens C'B von 2, der A enthélt. Die Senkrechte von A
auf BC schneide BS in D und 2 nochmals in E' # A. Die Parallele zu BC' durch D schneide die
Gerade BE in L. Der Umkreis des Dreiecks BD L sei mit w bezeichnet. Der zweite Schnittpunkt
von w mit €2 sei P # B.

Man beweise, dass die Tangente an w in P die Gerade B.S auf der inneren Winkelhalbierenden
von ZBAC schneidet.

Losung: Wir definieren zuerst den Punkt S’ als den Punkt, der S diametral auf 2 gegen-
iiberliegt, also den Mittelpunkt des Bogens BS, der A nicht enthélt. Dies ist also der Siidpol
von ABC relativ zu A, und AS’ ist somit die Winkelsymmetrale von ZBAC. Ferner definieren
wir den Punkt () als den Schnittpunkt der Tangente von w in P mit €. Es gilt offensicht-
lich Z5Q5" = 90°. Wir werden nun zeigen, dass die Dreiecke APD und S'QS dhnlich sind mit
paarweise parallelen Seiten, womit sie sogar zentrisch dhnlich sind. (Da sie umgekehrt orientiert
sind, konnen sie nicht durch Schiebung ineinander iibergehen.



S’

Zuerst zeigen wir, dass AP 1 DP gilt. Dies folgt aus den Sehnenvierecken APBE und DPLB,
denn wir haben

/PAD = /PAE =180° — LZEBP = /PBL = /PDL =90° — LADP.

Im Dreieck APD ist der Winkel in P somit gleich 90°.

Nun gilt AD||SS’, da beide Geraden normal zu BC' stehen. Da PQ die Tangente von w in P
ist, gilt

/DPQ =/DBP =/SBP = /ZSQP,

und somit PD||QS. Da PA L PD und QS L QS gilt auch PA QS’, und die Deiecke APD
und S'QS sind somit dhnlich. Da sie somit zentrisch dhnlich sind, haben die Geraden AS’, PQ
und DS einen gemeinsamen Punkt, womit der Schnittpunkt von PQ und BS wie behauptet
auf der Winkelsymmetrale AS’ von ZBAC liegt. OJ

Aufgabe 3: Man bestimme fiir jede ganze Zahl k > 2 alle unendlichen Folgen positiver ganzer
Zahlen ay, as, ..., fiir die ein Polynom P der Gestalt P(z) = oF +ep 2" - F e+ o mit
nichtnegativen ganzzahligen cg, ¢y, ..., cp_1 existiert, sodass

P<an) = Qp4+1Qnp+2 * * * Qpk

fiir jede ganze Zahl n > 1 gilt.



Losung: Die Folgen mit dieser Eigenschaft sind genau die arithmetischen Folgen mit positivem
Anfangswert a; und nicht-negativer Differenz d. Das zugehorige Polynom

P(z)=(x+d)(z+2d)...(z+ kd)

hat dann die geforderte Eigenschaft. Es bleibt nun zu zeigen, dass eine Folge, die die geforderte
Bedingung erfiillt jedenfalls eine monoton wachsende arithmetische Folge sein muss.

Da P(x) positive Koeffizienten hat, gilt fiir positive Zahlen x und y sicher
r <y <= P(z) < P(y).

Ist die Folge ab einem bestimmten Index konstant, so gilt P(x) = z*, und die Folge ist somit
durchgehend konstant, was unmittelbar aus einer umgekehrten Induktion folgt.

Wir nehmen also im Folgenden an, dass die Folge der a,, nicht ab irgendeinem Index konstant
wird. Wir wollen zuerst zeigen, dass die Folge in diesem Fall monoton wachsend sein muss, also,
dass a, < a,y1 fiir alle n > 1 gilt. Zu diesem Zweck setzen wir die beiden Folgenglieder in der
gegebenen Beziehung ein und erhalten

P(a,) = api1ani2 .- app und  P(api1) = Gpiolnis .. Qpigil-

Dann folgt
ap < 1 <= Plap) < P(ant1) <= ant1 < Qpipsl (1)

ap > apy1 <= Pla,) > Plaps1) <= api1 > Qpokrt (2)
ap = apy1 <= Pla,) = Plaps1) <= api1 = Qpokrt (3)

Nun nehmen wir an, es sei die Folge nicht durchgehend monoton wachsend. In diesem Fall gibt
es einen Index n(0) > 2, sodass an)—1 > an(o)- In diesem Fall konnen wir aber eine monoton
fallende Teilfolge der a,, finden. Diese kann induktiv konstruiert werden. Wahlen wir einen Index
n(i), kénnen wir als Index n(i + 1) den néchstfolgenden Index wéhlen, fiir den a,¢) > angit1)
gilt. Dieser existiert aufgrund der Beziehung (2) auf jeden Fall mit n(i)+1 < n(i+1) < n(i)+k
Wegen Uy (;) > n(i)+k, und es gilt

An(i)—1 > Qpey  und  Gpg) > Gpgie)-

Es muss nun noch gezeigt werden, dass auch a,(i41)—1 > an(i1) gilt. Dies ist sicher der Fall, wenn
n(i+1) = n(i) + 1 gilt, aufgrund der Konstruktion. Gilt n(i+1) > n(i) + 2, so folgt an@y1)-1 >
an(;) aus der Minimaleigenschaft von n(i + 1), und somit gilt in diesem Fall Ap(it1)—1 = (i) >
An(i41)-

Wir héitten also in diesem Fall eine monoton fallende Folge positiver Zahlen, was offensichtlich
einen Widerspruch ergibt. Es bleibt also nur noch zu zeigen, dass die Folge sogar streng mono-
ton steigen ist. Nehmen wir an, es gelte a,, = a,1 fiir einen Index n. Dann gilt aber auch nach
(3) sicher a,41 = apypi1, und aufgrund der Monotonie folgt dann a, = a,11 = ... = @pipr1-
Wiederholung dieses Arguments fiir a,1x = a,ir11, sehen wir, dass die Folge ab einem be-
stimmten Index konstant ist, was im Widerspruch zur Annahme steht. Es folgt also a,, < a,41
fir alle n > 1.

Im néchsten Schritt wollen wir zeigen, dass die Folge der a,, arithmetisch ist. Zu diesem Zweck
schreiben wir

P(an) = ani1@nyz - gk = (@ + (@ng1 — an)) (@0 + (An2 — n)) - - (an + (@ngk — an)).



Wir zeigen nun, dass fiir ausreichend grofe n, die Summe

(anJrl - an) + (an+2 - an) +.oo+ (an+k - an)

#=1in P ist. Diese zeigen wir mit Hilfe der folgenden Behaup-

gleich dem Koeffizienten b von z
tung.

Behauptung: Es existiert eine Schranke A mit folgenden Eigenschaften:

1) Ist (c¢q,...,cp) ein k-tupel positiver ganzer Zahlen mit ¢; + ... + ¢, > b, so gilt fiir jedes
x > Asicher P(z) < (z+c1)(x 4+ ¢c2) ... (¢ + cx).

2) Ist (c1,...,c) ein k-tupel positiver ganzer Zahlen mit ¢; 4+ ... + ¢, < b, so gilt fiir jedes
x > Asicher P(z) > (x 4+ c1)(z 4+ ¢c2) ... (v + ).

Beweis der Behauptung: Es geniigt, diese beiden Behauptungen getrennt zu beweisen, da wir
dann das Maximum der beiden Schranken als gemeinsame Schranke verwenden koénnen. Wir
betrachten zuerst Teil 1). Fiir jedes (cq,. .., cx) gibt es eine solche Schranke A, da das Polynom

P@)—(z4+ec)(@+c)...(x+e)=0b—(c1+...c0))" ..

einen negativen Leitkoeffizienten hat, und somit fiir ausreichend grofte Werte von = negative
Werte annimmt.

Nun wihlen wir A als gemeinsame Schranke fiir alle k-tupel ¢ = (cq, ..., ) mit ¢;+. .. ¢, = b+1
(von denen es nur endlich viele gibt). Dann gibt es fiir jedes k-tupel ¢ = (¢} + ...+ ¢},) > b ein
k-tupel ¢ mit ¢; + ...+ ¢, = b+ 1 und ¢ > ¢;, und die Giiltigkeit der Ungleichung fiir ¢’ folgt
aus deren Giiltigkeit fiir c.

Teil 2) kann nun auf analoge Weise nachgewiesen werden, was den Beweis der Behauptung
abschliefst.

Wiéhlen wir nun den Wert von A aus dieser Behauptung und N so, dass n > N = a,, > A gilt.
Dann folgt fiir jedes n > N

(1 —apn) + ...+ (apx — an) = b.

Subtrahieren wir diese Gleichung von der analogen Gleichung fiir n + 1, erhalten wir

Un+k+1 — Qpt1 = k<an+l - an)

fir alle n > N.

Nun sei d = min{a,;1 — a, | n > N}, und sei dieser Wert fiir einen bestimmten Index n
angenommen. Wegen

k

kd = k(an—l-l - an) = Qp+k+1 — Ap+1 = Z(an+i+1 - an—i—i)
i=1

wobei jeder Summand mindestens den Wert d hat, sehen wir, dass der Wet d auch fiir die ndizes
n+1,...n + k angenommen wird, und induktiv fiir alle Indizes n’ > n. Wir sehen, dass die
Gleichung P(z) = (v + d)(z + 2d) ... (z + kd) fiir unendlich viele Werte von z (alle a, mit
n’ > n) gilt, und die Polynome sind somit identisch. Durch abschliefende Riickwértsinduktion
erhalten wir auch noch a,,; — a,, = d fiir alle n > 1, was den Beweis abschliefst. O



Aufgabe 4: Es seien xq, xq, .. ., To023 paarweise verschiedene positive reelle Zahlen, sodass

1 1 1
an = | (x1+ 22+ -+ 74) x——f—x—“f—"'—f‘x—
1 2 n

fiir alle n = 1,2, ...,2023 ganzzahlig ist. Man beweise, dass asge3 => 3034 gilt.

Losung: Wir stellen zuerst fest, dass die Folge der a,, streng monoton steigend ist, und da alle
a; ganzzahlig sind, gilt a,.1 — a, > 1. Ferner beobachten wir, dass a; = 1 gilt, sowie

1 1
CLQ:\/(QJl—FZ‘Q) (SC_+I_) > 2
1 2

aufgrund der Cauchy Ungleichung mit z; # x2. (Hinweis: Wir setzen in der Cauchy Ungleichung
die Werte \/x1, /22, \/% und \/% ein.) Somit gilt also auch ay > 3.

Nun beobachten wir, dass der gegebene Wert 3034 ungefdhr um die Hélfte mehr als 2023 ist.
Dies motiviert folgende Annahme.

Behauptung: Gilt a,,11 — a, = 1, so folgt a,.0 — a1 > 2.

Mit anderen Worten, die Folgenglieder vergrofern sich in jedem zweiten Schritt um mindestens
2. Stimmt diese Behauptung, so ist das Ergebnis gesichert, denn in diesem Fall gilt

2023 = (2023 — G2022) + (a2022 - a2021) +... .+ (az — 611) + a;
>(2+1)-1011+1
= 3034.

Beweis der Behauptung: Es gilt

arg = (z+...+ua )(1+ + 1>
n-+1 1 NN n+1 1 oo To

1 1
=@+ +z,) | —+...+— ) +1+

1 1
(x14+...+z)+zp (—+... +—
T Tn xr

Tn+1 1 T,

1 1 1
Tni1 al Tn

=a’ +1+2a,
= (a, +1)%

Insbesondere, gilt a,.1 = a, + 1, so gilt aufgrund der Verwendung der AM-GM Ungleichung

1 1
(x14+...+zp) =xp | —+...+— .

Tn+1 X1 T

Nehmen wir nun an, es gelte sowohl a,1 = a,, + 1 als auch a,15 = a,1 + 1, so gilt auch

1

Tn+2

1 1
<x1+-'~+$n+l):xn+2(_+-'-+ ),
T Tni1



was wir auch schreiben konnen als

Ty 1 Ty 1 1
“( (;c1+...+:cn)+1>: +2<xn+1<—+...+—)+1>.
Tn42 Tn41 Tn41 xy Tn
Daraus folgt aber x,,11 = 2,12, was einen Widerspruch ergibt. Es kénnen also nicht gleichzeitig
ap+1 = a, + 1 als auch a,.9 = a,1 + 1 gelten, was den Beweis abschlieft. O

Aufgabe 5: Sei n eine positive ganze Zahl. Ein Japanisches Dreieck besteht aus 1 + 2 +
-+ n Kreisen, die in Form eines gleichseitigen Dreiecks angeordnet sind, sodass fiir jedes i =
1,2,...,n die i-te Zeile genau ¢ Kreise enthilt, von denen genau einer rot gefirbt ist. Ein Ninja-
Pfad in einem Japanischen Dreieck ist eine Folge von n Kreisen, bei der man, beginnend in der
obersten Reihe, wiederholt von einem Kreis zu einem der beiden unmittelbar darunterliegenden
Kreise geht, bis die unterste Reihe erreicht ist. Das Bild zeigt ein Japanisches Dreieck mit n = 6
und einen Ninja-Pfad mit zwei roten Kreisen in diesem Dreieck.

Man bestimme, in Abhéngigkeit von n, das grofste k, sodass es in jedem Japanischen Dreieck
einen Ninja-Pfad mit mindestens k£ roten Kreisen gibt.

Losung: Der gesuchte maximale Wert ist £ = 1 + [log, n .
Wir schreiben N = |log,n], und es gilt dann 2V <n < 2V+1 — 1,
Im Folgenden sehen wir eine Konstruktion fiir eine Verteilung roter Kreise, in der jeder Ninja-

Pfad hochstens N +1 rote Kreise enthélt. Dabei ist jeweils in der Reihe i = 24+bmit 0 < a < N
und 0 < b < 2% der (20 + 1)-te Kreis rot geférbt.




Hier enthilt jeder Ninja-Pfad hichstens einen roten Kreis in den Reihen 2%, 2¢ +1,... 2971 —1
fiir jedes 0 < a < N. Es folgt also, dass jeder Ninja-Pfad hochstens IV + 1 rote Kreise enthélt.

Nun wollen wir zeigen, dass es in jedem Japanischen Dreieck einen Ninja-Pfad gibt, der min-
destens N + 1 rote Kreise enthélt.

Wir schreiben in jeden Kreis C die Maximalzahl von roten Kreisen in einem Ninja-Pfad, der
oben beginnt und in diesem Kreis endet. Ein Beispiel sehen wir in folgendem Bild:

/
(

(2) 2@
R T R
\ 2 \_;) &
/\I e, - S
(2X313)2)
\\_‘_7,' N b s “\____,‘

Ist C' nicht rot, so ist die Zahl in C gleich dem Maximum der beiden Zahlen in den Kreisen
oberhalb von C.

Ist C rot, so ist diese Zahl gleich diesem Maximum plus 1.

Wir stellen nun folgendes fest:

Seien nun vy, ...,v; die Zahlen in den Kreise der Reihe i und sei v,, die grofite dieser Zahlen.
Die Zahlen in der Reihe ¢ + 1 sind dann mindestens

U1y ooy Un—1, Um,y Um, Um41, - - -, Uy,

wobei noch nicht beriicksichtigt wurde, dass es in dieser Reihe auch einen roten Kreis gibt.
Nehmen wir nun diesen roten Kreis auch in unserer Betrachtung auf, erkennen wir, dass die
Summe der Zahlen in der (i + 1)-ten Zeile mindestens

(v +...4v)+u,+ 1

Nun konnen wir mit Hilfe dieser Beobachtung folgende Behauptung beweisen.

Behauptung: Es sei oi die Summe aller Zahlen in der k-ten Zeile. Dann gilt fiir 0 < 7 < N die
Beziehung oy > j - 27 + 1.

Beweis: Der Beweis gelingt durch Induktion nach j. Fiir 7 = 0 gilt die Behauptung, da die
Zahl in der ersten Reihe immer 1 sein muss. Nun nehmen wir an, es gelte o, > j - 27 + 1. Der
Maximalwert in einem Kreis in der 2/-ten Reihe ist dann mindestens j + 1. s folgt somit, dass
sich in jeder k-ten Reihe mit k& > 27 einen Kreis gibt mit einem Zahlenwert von mindestens
7+ 1. Wie wir eben beobachtet haben, gilt

o1 2o+ G+ 1) +1=0r+ (j+2).
Somit gilt aber
Ogit1 > 095 +27(j+2) > -2 4+14+2(j+2)=G+j+2)2 +1=(G+1)2 +1,

womit die Induktion abgeschlossen ist. Fiir j = N bedeutet dies unmittelbar, dass in einem
Kreis der Reihe 2V mindestens die Zahl N + 1 vorkommt, und es gibt somit sicher einen Ninja-
Pfad mit mindestens N + 1 roten Kreisen. O



Aufgabe 6: Es sei ABC' ein gleichseitiges Dreieck. Die Punkte A, By, C] liegen im Inneren
von ABC', sodass BA; = A,C, CB; = B1A, AC, = (1B und

£LBAC + LOBA + LAC, B = 480°

gilt. Die Geraden BC; und CB; schneiden sich in A,, die Geraden C'A; und AC; in B,, die
Geraden AB; und BA; in (5. Man beweise: Wenn das Dreieck A; B1C1 nicht gleichschenklig ist,
dann enthalten die drei Umkreise der Dreiecke AA; Ay, BB By und CC1C5 zwei gemeinsame
Punkte.

Losung: Es seien 04, g und 6o die Umkreise der Dreiecke AAy Ay, BB By bzw. CC1Cs. Wir
werden zwei Punkte bestimmen, deren Potenzen beziiglich aller drei Kreise gleich sind, womit
dann ihre Verbindungsgerade eine gemeinsame Potenzachse aller drei Kreise sein muss.

Behauptung: Der Punkt A; ist der Umkreismittelpunkt von A; BC' (und zyklisch auch B; und
Cy von ByCA bzw. CyAB).

Beweis der Behauptung: Da sich Ay auf der Streckensymmetrale von BC und im Inneren von
BAyC' befindet, geniigt es nachzuweisen, dass Z/BA,C = 2/BA,C gilt. Dies folgt aus

/BAC = LA3sBA+ Z/BAC + LAC A,

1
= 5 ((180° = ZAC\B) + (180° — ZCB, A)) + 60°

1
= 240° — 5(480° — £BAC)
= %ABAlC

Die Giiltigkeit der Behauptung ist also gezeigt.

Aufgrund dieser Umkreismittelpunkte erhalten wir
ABlecl - ABlBQA == ABQABl - 4011402 - AACQOl - 4310201,

und B;CByC} ist somit ein Sehnenviereck. Analog sind auch C1A;CyAs und A; By A By Seh-
nenvierecke. Wir bemerken allerdings, dass A; BoC7 A3 B1C5 keinen Umkreis besitzt, da

ZCQAlBQ —+ ZBQClAQ + ZAQBICQ - 4800 §£ 3600



gilt. Die Umkreise sind also verschieden, und ihre paarweisen Potenzgeraden schneiden sich im
Potenzzentrum X der drei Kreise. Dieser Punkt X hat dann gleiche Potenz beziiglich aller drei
Kreise d4, 05 und d¢.

Nun nehmen wir an, der Umkreis von Ay BC' schneide 64 in A3 # As. Punkte B3 und C seien
auch analog definiert. Es ergibt sich dann das néchste hilfreiche Zwischenergebnis.

Behauptung: Das Viereck BC B3('5 ist ein Sehnenviereck.
Beweis der Behauptung: Unter Verwendung gerichteter Winkel gilt
LBC3C = £LBC3C, + £C5C3C
= /BAC, + £LC5CC
=90° + ZL(C1C, ACy) + LCyC,C
=90° + £C1Cy By

(wegen C'C7 L AB), und analog erhalten wir auch ZCB3B = 90° 4+ £B;B;C. Da B1C1ByCs
ein Sehnenviereck ist, folgt somit

4BB30 - 900 + 401B2B1 - 900 + 40102.81 - ZBC:gC,

womit BC' B3C5 ein Sehnenviereck ist.

Analog sind auch C'AC3A45 und ABA3Bs Sehnenvierecke. Das Sechseck AC3BA3C Bs besitzt
sicher keinen Umkreis, da aufgrund der Tatsache, dass AB,CBs in diesem Fall B, auf dem
Umkreis von ABC liegen wiirde, was sicher nicht mdoglich ist, da B im Inneren von ABC liegt.
Da sich die Potenzgeraden AAs, BB3 und C'C5 der drei Umkreise im Potenzzentrum Y treffen,
hat auch dieser Punkt Y dieselbe Potenz beziiglich der drei Kreise 64, 6 und d¢.

Nun haben wir zwei Punkte X und Y bestimmt, deren Potenz beziiglich aller drei Kreise jeweils

gleich ist. Es bleibt also nur noch zu iiberlegen, ob ihre Verbindungsgerade nicht auferhalb aller
Kreise liegt und ob diese Punkte zusammenfallen kénnen.



Um den ersten Punkt zu kldren, bezeichnen wir den Umkreismittelpunkt von ABC als O. Es
gilt
/BAC' =480° — LCBA — LZAC| B > 480° — 180° — 180° = 120°,

und A; liegt somit im inneren des Dreiecks BOC'. Analoges gilt fiir B; und C, und die Dreiecke
BAC, CB;A und AC;B haben somit paarweise jeweils keine gemeinsamen inneren Punkte.
Das Sechseck A;ByC1 A B1Cs ist somit konvex, und X liegt daher auf der Strecke A;As, und
somit im Inneren von d4. Die Verbindungsgerade von X und Y schneidet somit sicher diesen
Kreis.

Nun bleibt zu zeigen, dass X # Y gilt. Da A; der Umkreismittelpunkt von A;BC' ist, gilt
A1Ay = A1 As, und im Sehnenviereck AA;A; Az sehen wir, dass die Geraden AA; und AA; =
AY symmetrisch beziiglich AA; liegen. Da X auf der Strecke A; A, liegt, kann X = Y nur dann
gelten, wenn A; und Aj beide auf der Streckensymmetrale von BC' liegen. In diesem Fall liegen
aber auch B; und C4 symmetrisch beziiglich dieser Gerade, und wir erhalten A, B; = A;C4, im
Widerspruch zur Annahme, dass das Dreieck A; B,C} nicht gleichschenkelig ist.

Wir sehen also, dass X # Y gilt, und dass die Gerade XY die gemeinsame Potenzgerade aller
drei Kreise 04, g und d¢ ist. Da sie 04 schneidet, liegen die Schnittpunkte dieser Geraden mit
04 somit auf allen drei Krisen, wie behauptet. O



