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1 Einheitswurzeln

Zur Definition von Kreisteilungspolynomen miissen wir erst Einheitswurzeln erkliren. Zur Uber-
sichtlichkeit und Asthetik im spéiiteren Verlauf fassen wir uns bewusst allgemein. In diesem Ab-
schnitt sei R = C oder R = Z/mZ fiir ein ganzes m > 2. Weiters bezeichne 1p die Zahl 1 fiir
R = C bzw. die Restklasse von 1 modulo m fiir R = Z/mZH

Definition 1.1. Sei n eine positive ganze Zahl. Ein Element oo € R heif$it
o eine n-te Einheitswurzel (in R), falls o™ = 1g gilt, und

o eine primitive n-te Einheitswurzel (in R), falls auerdem o # 1 fiir alle ganzen 1 < k < n
gilt.

Die Menge aller n-ten Einheitswurzeln in C sei mit F,,, die aller primitiven n-ten Einheitswurzeln
in C mit P, bezeichnet. Ein Element o € R heifit Einheitswurzel, falls es eine positive ganze Zahl
n gibt, sodass « eine n-te Einheitswurzel ist.

Bemerkung. Wir erldutern diese Begrifflichkeiten noch ein wenig:

o Wenn aus dem Zusammenhang klar ist, welcher Menge das Element a zugrundeliegt, so
spricht man einfach von Einheitswurzeln, ohne .,in R“ zu spezifizieren.

o Statt ,Einheitswurzel in Z/mZ* werden wir auch ,Einheitswurzel modulo m* als Sprech-
weise verwenden.

IDer Buchstabe ,,R“ riihrt daher, dass all diese Mengen (mit den entsprechenden Verkniipfungen) Beispiele fiir
sogenannte Ringe sind.



o Die Gleichung o™ = 1g bedarf im Fall R = Z/mZ wohl einer Erklirung: Wir rechnen hierbei
mit Restklasserﬂ und bezeichnen mit T die Restklasse einer ganzen Zahl x modulo m (wobei
m als bekannt vorausgesetzt). Dann ist « eine Restklasse modulo m, also gleich @ fiir ein
a € Z. Mit diesen Bezeichnungen gilt

a"=1lgp <<= @'=a"=1 <= a"=1 (modm);
wir beschéftigen uns also mit speziellen Kongruenzen modulo m.

o Der Begriff |, primitiv“ zeichnet bestimmte Einheitswurzeln aus: Eine primitive n-te Einheits-
wurzel ist eine n-te Einheitswurzel, die fir kein kleineres 1 < k < n eine k-te Einheitswurzel
ist. Wir beweisen in Lemma [T.2] gleich einen genaueren Zusammenhang.

Bevor wir die beiden zugrundeliegenden Ringtypen separat betrachten und dort auf Beispiele
eingehen, wollen wir erst ein allgemeines Resultat beweisen:

Lemma 1.2. Sein > 0 ganz und a € R eine n-te Einheitswurzel in R. Dann gibt es genau eine
positive ganze Zahl d, sodass a eine primitive d-te Einheitswurzel ist. Diese Zahl erfillt d | n.

Sind umgekehrt k und £ positive ganze Zahlen mit k | £, so ist jede k-te Einheitswurzel auch
eine (-te Finheitswurzel.

Beweis. Von allen positiven ganzen Zahlen k, fiir die o eine k-te Einheitswurzel istf] sei d die
kleinste. Dann ist a nach Konstruktion eine primitive d-te Einheitswurzel und aufgrund der Mi-
nimalitdtsvoraussetzung in der Definition ist d auch eindeutig bestimmt.

Fir die Teilbarkeitseigenschaft dividieren wir n durch d mit Rest: Sei n = gd + r fiir nichtne-
gative ganze Zahlen ¢ und r mit 0 < r < d. Dann gilt

q
lp=a"=a"" =% a"= ()" a" =14 -a" =1 -a" =a",

also ist « eine r-te Einheitswurzel. Wegen der Minimalitdt von d kommt somit nur » = 0 in Frage,
was n = qd und daher d | n zur Folge hat.
Ist schlieBlich o € R eine k-te Einheitswurzel, so gilt o = 1 und deshalb auch of = (ak)e/ -

lgk = 1g, womit « auch eine ¢-te Einheitswurzel ist (beachte: ¢/k € Z nach Voraussetzung). O

1.1 Einheitswurzeln in Z/mZ

Um sich mit Einheitswurzeln ein wenig vertraut zu machen, beginnen wir mit einem einfithrenden

Beispiel. Wir betrachten die Zweierpotenzen beziiglich den Moduln m € {5,6,7,8}:

n |1 2 3 4 5 6 7 8 9

2" 2 4 8 16 32 64 128 256 512
2" (mod5) |2 4 3 1 2 4 3 1 2
2" (mod6) |2 4 2 4 2 4 2 4 2
2" (mod7) |2 4 1 2 4 1 2 4 1
2" (mod8) |2 4 0 0 0 O O 0 0

Mit der Notation 2,, fiir die Restklasse von 2 modulo m fiir dieses Beispiel kénnen wir schlieSen:

o In Z/5Z ist 25 eine vierte und eine achte Einheitswurzel, wobei sie nur eine primitive vierte
Einheitswurzel ist (vgl. Lemma [1.2). Die Tabelle zeigt auBerdem, dass ords(2) = 4 = ¢(5)
gilt und 2 daher eine Primitivwurzel modulo 5.

o In Z/6Z ist 2¢ keine Einheitswurzel, weil alle Zweierpotenzen mit 6 den Teiler 2 gemeinsam
haben und damit nie kongruent zu 1 modulo 6 werden kénnen. Die Ordnung von 2 modulo 6
kann aus diesem Grund auch nicht definiert werden und Uberlegungen zu Primitivwurzeln
sind ebenfalls sinnlos.

2womit das Gleichheitszeichen legitimiert wird

3solche gibt es nach Voraussetzung, wie die Zahl n selbst



o In Z/7Z ist 27 eine primitive dritte Einheitswurzel und somit nach Lemma eine dritte,
sechste und neunte Einheitswurzel, wie wir auch aus obiger Tabelle entnehmen koénnen.
Wegen ord7(2) = 3 und und ¢(7) = 6 ist 2 keine Primitivwurzel modulo 7, obwohl 27 eine
sechste Einheitswurzel ist.

o In Z/8Z ist 25 offenbar auch keine Einheitswurzel aus demselben Grund wie fiir m = 6; hier
zeigt es sich nur drastischer. Eine Ordnung kann auch hier nicht definiert werden.

Dieses Beispiel legt nahe, dass Einheitswurzeln modulo m, m > 2 ganz, eng mit der Ordnung
modulo m verwandt sind. Im folgenden Satz prézisieren wir diese Vermutung, indem wir (pri-
mitive) Einheitswurzeln in Z/mZ durch die zugehorige Ordnung modulo m charakterisieren und
damit auch die Begriffe primitive Einheitswurzeln und Primitivwurzeln modulo m zueinander in
Beziechung stellen.

Fiir eine ganze Zahl x bezeichnen wir dabei mit T die Restklasse von £ modulo m. Den Beweis
iiberlassen wir zur Festigung des Gelernten zur Ubung.

Satz 1 (Einheitswurzeln in Z/mZ). Seien m > 2 und a ganze Zahlen. Dann gelten fiir alle ganzen
n > 0 die folgenden Aussagen:

1. Genau dann ist @ eine n-te Einheitswurzel in Z/mZ, wenn a zu m teilerfremd ist und
ord,,(a) | n gilt.

2. Genau dann ist @ eine primitive n-te Einheitswurzel in Z/mZ, wenn a zu m teilerfremd ist
und ord,,(a) = n gilt.

3. Genau dann ist a eine Primitivwurzel modulo m, wenn @ eine primitive ¢(m)-te Einheits-
wurzel in Z/mZ ist.

Beweis.

1.2 Einheitswurzeln in C

Damit alle Begrifflichkeiten verstdndlich sind, gehen wir im folgenden Unterkapitel ein paar
Grundlagen zu komplexen Zahlen durch.

1.2.1 Exkurs/Wiederholung zu komplexen Zahlen

Komplexe Zahlen z sind definitionsgeméafl von der Form z = z + iy fir z, y € R, wobei i € C
die imaginire Einheit mit i2 = —1 bezeichnet. Man sagt in diesem Fall, z sei in kartesischen
Koordinaten bzw. in additiver Darstellung gegeben, Re(z) := x heilt der Realteil von z und
Im(z) =y der Imagindrteil von z. Durch Addition in kartesischen Koordinaten ergibt sich sofort
Re(z + w) = Re(z) + Re(w) bzw. Im(z + w) = Im(2) 4+ Im(w), man sagt auch, die Abbildungen
Re: C — R und Im: C — R sind beide additiv.

Fir z # 0 (d-h. (z,y) # (0,0)) kann man z (als Vektor von 0 nach = + iy in der Gaufi’schen
Zahlenebene gedacht) auch eindeutig durch seinen Betrag |z| .= r = /22 4+ y2 > 0 und den mit



der positiven reellen Achse eingeschlossenen Winkel ¢ wie folgt angeben: z/r hat die Form xq+1iyo
fiir die reellen Zahlen xq := z/r, yo := y/r, die 3 + y2 = 1 erfiillen. Daher ist (zg, yo) € R? ein
Punkt auf dem Einheitskreis und kann als (cos(p), sin(¢)) fiir einen eindeutigen Winkel ¢ € [0, 27)
(in Radianten) geschrieben werden. Dementsprechend gilt

z
=20t iyo = cos(p) + 1 sin(yp) = z=r-(cos(p) +1sin(p)).

Wenn wir die abkiirzende Schreibweise e’ := cos(t) + i sin(¢) fiir t € R Verwenderﬂ erhalten wir
die Darstellung von z in Polarkoordinaten (oder auch multiplikative Darstellung) z = r - e'¥.

In Polarkoordinaten lassen sich komplexe Zahlen in der erhofften Art und Weise multiplizieren:
Fiir beliebige reelle Zahlen o und 3 gilt

e . el = (cos(a) +1 sin(a)) - (cos(B) +1 sin(B)) =
= (cos(a) cos(f) — sin(«) sin(ﬁ)) +i (Sin(a) cos(f) + cos(a) sin(ﬁ)) =
= cos(a + B) +isin(a+ B) = PRICEC))

aufgrund der Additionstheoreme fiir Sinus und Cosinus. (Umgekehrt liefert die obige Rechnung
eine sehr praktische Variante, um die Additionstheoreme herzuleiten!)

Sind nun z, w € C\ {0} mit z = 7 - e'¥ und w = s - €' fiir reelle Zahlen r, s > 0 und ¢,
¥ € 10,2m), so gilt

z-w=(r-e%)(s-e¥) =rs-e?.e¥ — rg.el(¥T¥)

gemaf der obigen Rechnung. Das liefert auch die geometrische Interpretation zur Multiplikation
zweier komplexer Zahlen in Polarkoordinaten: Die Radien (Betrédge) werden multipliziert, d.h.
|zw|] = |z| - |w|, und die Winkel werden addiert (wobei Winkel modulo 27 zu nehmen sind)ﬂ
Insbesondere ist 2™ = 7™ - ™% fiir positive ganze Zahlen n, wie man leicht durch vollstindige
Induktion zeigt.

Fir den spéteren Gebrauch erwdhnen wir auch die komplexe Konjugation: Ist z = x + iy mit
z, y € R eine komplexe Zahl in kartesischen Koordinaten, so definiert man z := z —iy € C als die
zu z komplex konjugierte Zahl. Zweifache Anwendung liefert Z = 2, also wieder die urspriingliche
Zahl. Weiters gelten

242z =2z = 2Re(z2), z—z=2y=2Im(z) und z-z=2x>-i2y>=2+¢>=]2[*, (1)

was es ermoglicht, statt mit der additiven Darstellung komplexer Zahlen nur mit der komplexen
Konjugation zu arbeiten. Zudem kann auch der Betrag mithilfe der komplexen Konjugation aus-
gedriickt werden. Aus folgt noch z € R <= Im(z) =0 < z =z sowie 1/z = %/ |2 fiir
z # 0. Insbesondere kann durch jede von null verschiedene komplexe Zahl geteilt werden. Dartiber
hinaus erhalten wir

z+w+z+w=2Re(z+w) =2Re(z) +2Re(w) =2z+Z+w+w
2w - 7w = |zw|” = |2 - [w) = 27 - ww,

was 2z + w = Z +w und Zw = Z - w impliziert. Die Multiplikativitiat gilt nach Division durch zw

zwar zundchst nur fiir z, w € C\ {0}, aber fiir z = 0 oder w = 0 ist sie ebenso offensichtlich

erfiillt. Die komplexe Konjugation ist folglich mit Addition und Multiplikation vertriglich.
Beispielsweise erhalten wir fiir alle z, w € C durch Kombination dieser Rechenregeln

24w’ = z+w)(z+w) = (z+w)(Z+W) = 272+ 20+ 2w + ww = |2|* + 2Re(2w) + |[w|>. (2)

4Die sogenannte Euler’sche Formel kann durch die Theorie von Potenzreihen auch mathematisch prazisiert
werden. Wir sehen es hier nur als Abkiirzung an.
5Das gilt offenbar auch fiir z = 0 oder w = 0, nur verlieren die Winkel dann an Bedeutung.



1.2.2 Zuriick zu den komplexen Einheitswurzeln

In Analogie zum Fall R = Z/mZ koénnen wir auch fiir Einheitswurzeln in C die sogenannte
Ordnung definieren:

Definition 1.3. Sei w eine Einheitswurzel in C. Die gemifi Lemma [I.2] eindeutig bestimmte
positive ganze Zahl d, fiir die w € Py gilt, heifit die Ordnung von w und wird hier mit ord(w)
bezeichnet.

Gemifl Lemma ist somit ord(w) die kleinste positive ganze Zahl d mit w? = 1. Wie auch
in Z/mZ koénnen wir auch die Ordnung von Potenzen einer Einheitswurzel in Abhéngigkeit ihrer
eigenen Ordnung bestimmen:

Lemma 1.4. Seiw eine Finheitswurzel in C, d := ord(w) und k eine positive ganze Zahl. Dann
gilt
d

ord(wk) = m

Beweis. Der Kiirze halber schreiben wir ¢ := ggT(d, k). Wir miissen nach Definition die kleinste
positive ganze Zahl £ mit 1 = (w*)! = W finden. Das tritt gemi Lemma genau dann ein,
wenn d | k¢ und £ € Z~( minimal mit dieser Eigenschaft ist. Allerdings erhalten wir

d| ke = - 4 = — ¢,

t

da d/t und k/t zueinander teilerfremd sind. Die kleinste positive ganze Zahl ¢, die Letzteres erfiillt,
ist also d/t = d/ ggT(d, k), wie gewiinscht. O

Nach diesem theoretischen Intermezzo, das spéater noch von Nutzen sein wird, kehren wir zu-
riick zur Berechnung komplexer Einheitswurzeln. Sei n > 0 ganz. Laut Definition sind die n-ten
Einheitswurzeln in C genau die komplexen Nullstellen des Polynoms X" — 1. Unter Ausnutzung
unserer Kenntnisse zum Losen von Polynomgleichungen kénnen wir fiir kleine n die Einheitswur-
zeln explizit in kartesischen Koordinaten bestimmen.

Beispiel. Wir berechnen E,, und P, fiir n € {1,2,3,4}:
1. Das Polynom X' — 1 hat genau die Nullstelle 1, daher By = P, = {1}.

2. Firn=2gilt X? =1= (X —1)(X +1) und wir kénnen die Einheitswurzeln als Nullstellen
direkt ablesen. Es folgt Fo = {—1,1} und P, = {—1}, da 1 bereits eine erste Einheitswurzel
ist.

3. Bei n = 3 konnen wir wieder den Linearfaktor X — 1 abspalten und erhalten X3 — 1 =
(X —1)(X?+ X +1). Die Nullstellen von X2+ X + 1 ergeben sich mittels der quadratischen
Loésungsformel — wir erhalten

o {1, —1—21\/37—1—;1\/§}

-1—-iv3 —1+4+iv3
und P; = { l\[, _Hf}.
2 2
4. Im Fall n = 4 liefert die Abspaltung der primitiven ersten und zweiten Einheitswurzeln
X4—1=(X—-1)(X+1)(X%+1). Die Nullstellen von X2 +1 sind i und —i (laut Definition).
Damit gilt £y, = {1,—1,i,—i} und Py = {i, —i}.

Die Darstellung von Einheitswurzeln mittels Wurzeln in kartesischen Koordinaten wird mit
wachsendem n immer schwieriger und liefert keinen Mehrwert fiir das Verstandnis (siehe bereits
fiir n = 5). Wir wenden uns daher der Darstellung in Polarkoordinaten zu, in der sie viel einfacher
zu beschreiben sind.



Proposition 1.5. Fir jede positive ganze Zahl n gilt

E,={*/"|jeZ 0<j<n}

und o

Py = {7/ | j€Z, 0<j<n, ggT(jn)=1}.
Beweis. Wir kiirzen in diesem Beweis z; = ¢!?™/" fiir ganzes 0 < j < n ab. Wegen 2 =
(e2mi/myn = i2mi = cos(27j) + isin(2mj) = 1 ist z; fiir jedes ganze 0 < j < n eine n-te

Einheitswurzel in C. Da umgekehrt jede n-te Einheitswurzel auch Nullstelle des Polynoms X™ —1
ist, dieses Polynom in C genau n Nullstellen hat und wir bereits n verschiedene gefunden haben
(man zeichne diese als Punkte am komplexen Einheitskreis!), kann es keine weiteren geben.

Zu den primitiven Einheitswurzeln: Fiir ganzzahlige 0 < j <nund 1 < k < n gilt

I 2mkyj 2mky kj
z;?:l s 2RI/ — 1 s cos (M> =1 und sin <M> =0 <= —jeZ,
n n n

da die Cosinusfunktion den Wert 1 genau fiir ganzzahlige Vielfache von 27 annimmt (und an
diesen Stellen auch die Sinusfunktion null ist).

Sind j und n teilerfremd, so ist n | k- j zu n | k dquivalent, was aufgrund der Wahl von k
nicht auftreten kann. In solchen Féllen ist z; eine primitive n-te Einheitswurzel.

Andererseits fithrt bei ggT(j,n) = d > 1 die Wahl k = n/d < n zu kj/n = j/d € Z und daher
nach obiger Aquivalenzkette auf zf = 1, womit alle anderen n-ten Einheitswurzeln (z; mit j nicht
zu n teilerfremd) als nicht primitiv nachgewiesen sind. O

Aufgrund dieser Proposition kénnen wir fiir jedes positive ganze n konkret €27/™ als eine

primitive n-te Einheitswurzel angeben (falls das in einer Aufgabe gebraucht wird). Ebenfalls
wird nach Definition von e!¥ (spitestens hier) klar, dass alle komplexen Einheitswurzeln auf
dem Einheitskreis liegen, d.h. Betrag 1 haben. Fiir solche Zahlen, also z € C mit |z| = 1, gilt
1/z = |,z|2 /z = Z, die zu z komplex konjugierte Zahl ist also gleichzeitig ihr Inverses.

Wir kommen jetzt zu einer sehr niitzlichen Eigenschaft von Einheitswurzeln: Wir kénnen mit
ihrer Hilfe in Polynomen (oder auch in Potenzreihen) alle Koeffizienten extrahieren, deren Indizes
Vielfache einer vorgegebenen positiven ganzen Zahl n sind. Grundlage dafiir ist zum einen die
Beobachtung, dass fiir n-te Einheitswurzeln « die Gleichung

. {n, fira=1

S P S S )

a—1

gilt und zum anderen, dass fiir eine primitive n-te Einheitswurzel w die Aussage w* =1 zun | k
dquivalent ist (vgl. Lemma [1.2). Setzen wir also w* fiir « in ein, so haben wir mit

n—1
1 1 .
-1 koo, k(n—1)y _ = kj
n( +uw 4w ) ”;:ow

einen Ausdruck gefunden, der genau fiir alle Vielfachen k von n den Wert 1 annimmt und 0 sonst.
Dieser Kunstgriff kann in bestimmten Aufgaben sehr niitzlich sein (oder sie gar erst zugénglich
machen).

Beispiel. Moglicherweise bereits bekannt ist dieses Verfahren im Fall n = 2. Die primitive zweite
Einheitswurzel ist w = —1 und wir mochten alle Koeffizienten mit geraden Indizes in einem
polynomiellen Ausdruck extrahieren. Um konkret zu bleiben: Wir mochten beispielsweise die

Summe Lot
2020 . 2020 2020 2020
— 925 — .92 ot
s=3 ()2 = (0) = (5°) 2+ (0°) 2+

Jj=0



berechnen. Nach dem binomischen Lehrsatz kennen wir die Summe tiber alle 0 < k < 2020 (ge-
sucht ist sie aber nur tiber Summanden mit geradem Index). Mit dem obigen Trick (Multiplikation
des Ausdrucks mit 1 fiir gerade Indizes und mit 0 fiir ungerade) ergibt sich unter Beachtung von
47 = 2% die Identitét

2020
=2 () gt -

k=0
2020 2020
1 2020 o1 2020 k
= Lok Z —9)k =
2Z<k) +2Z(k)( )
k=0 k=0
(1 +2)2020 + (1 _ 2)2020 B 32020 +1
2 N 2

Ein wenig abstrakter formuliert: Fiir das Polynom p = (1 4 X)2020 = $2929, x* ¢ 7[X] (mit
ay = (20,30)) haben wir

2020
P(Q):Zak2k:a0+a1o2+a2'22+a3~23+~-
k=0
2020
P(—2)=Zak(—Q)kzao—al-2+a2-22—a3~23—|—---
k=0

addiert, damit sich alle Terme mit ungeraden Indizes ausloschen. Da in p(2) + p(—2) alle Terme
mit geraden Indizes doppelt auftreten, miissen wir das Ergebnis noch durch 2 dividieren. Die
Vorgehensweise oben dreht diese Idee nur um.

Bemerkung. Man kann diesen Trick noch ein wenig variieren: Fiir w € P, ist beispielsweise
Wil =1l<=n|k—-1<= k=1 (modn). Wenn wir also o = w*~! in (3] einsetzen, liefert
das den Ausdruck %Z;:Ol w*=13i der genau dann 1 ist, wenn k = 1 (mod n), und 0 sonst. So
konnen wir alle Koeffizienten mit Indizes kongruent zu 1 modulo n extrahieren.

Aufgabe 1.1. Seien m, n positive ganze Zahlen und m > 2. Weiters sei R = Z/mZ oder R =C
und «a € R eine primitive n-te Einheitswurzel in R. Zeige:

1. Fiir jedes ganze 0 < j < n mit ggT(j,n) = 1 ist o’ eine primitive n-te Einheitswurzel.
2. Es gibt entweder keine oder mindestens ¢(n) primitive n-te Einheitswurzeln in R.

3. Folgere (erneut) die Anzahl der Primitivwurzeln modulo m.

4. Bestimme die Anzahl der primitiven n-ten Einheitswurzeln in C.

5. Finde m und n so, dass es mehr als ¢(n) primitive n-te Einheitswurzeln in Z/mZ gibt.

Aufgabe 1.2. Bestimme E,, und P, fir n € {5,6, 8,12} in kartesischen Koordinaten und stelle
diese Mengen jeweils in der Gauf’schen Zahlenebene dar.

Aufgabe 1.3. Verwende die Multiplikativitit des Betrages komplexer Zahlen fiir den Beweis
folgender Aussage: Sind m und n beide als Summe zweier Quadratzahlen darstellbar, so auch
m-n.

Aufgabe 1.4. Fiir jede positive ganze Zahl n sei a, die Anzahl aller Teilmengen der Menge
{1,...,n} mit einer durch 3 teilbaren Anzahl an Elementen. Man bestimme eine Rekursionsformel
fir die Folge (an)n>1-



Aufgabe 1.5 (Donau-Wettbewerb 2005). Sei n eine positive ganze Zahl und

125+
n n n n
— .9 .20052 4 ... = 2005".
Sn (1) + (3) 005 + (5> 005 + kgzo <2k 1) 005

Man zeige, dass 2" ! | S,,.

Aufgabe 1.6 (Ruménien 2004). Seien m und n positive ganze Zahlen, wobei m ungerade sei.

Man beweise, dass
m - 3m k
3 n‘ g—o<3k>(3n 1)".



2 Lifting The Exponent (LTE)

In diesem Abschnitt wollen wir beschreiben, mit welcher Vielfachheit eine Primzahl p in Aus-
driicken der Form a” — b™ mit a, b € Z und positivem ganzen n auftritt. Als Vorbereitung kénnen
wir eine Potenz von p bereits aus den beiden einzelnen Faktoren herausheben. Nach den Rechen-
regeln fir die Vielfachheit gilt ndmlich

vy — B") > min(v,(a"), v, (")) = min(nv,(a), nv,()) = nmin(v,(a), v, (b))

und Gleichheit tritt in dieser Ungleichung ein, falls v,,(a) # v, (b). In diesem Fall ist die Vielfachheit
also bereits bestimmt.

Wenden wir uns daher dem spannenderen Fall v,(a) = v,(b) = e zu. Schreiben wir nun
a =p°A und b = p°B fiir ganze Zahlen A und B mit p { AB, so erhalten wir

@t = = (pA) — (UB)" = p (A" — BT,

und folglich v,(a™ — b") = en + v,(A"™ — B™). Wir betrachten im Weiteren nur den Fall, dass die
letztere Vielfachheit nicht null ist, also

p| A" — B" — A" =B"™ (mod p) (4)

gilt. Da B nicht durch p teilbar ist, folgt ggT(B,p) = 1 und daher hat die Kongruenz BC =1
(mod p) eine (modulo p eindeutige) Losung C € Z. Multiplikation der Kongruenz in mit O™
ergibt (AC)™ =1 (mod p). Damit ist die Restklasse von AC' modulo p eine n-te Einheitswurzel
und eine primitive d-te Einheitswurzel in Z/pZ fir d := ord,(AC) (vgl. Lemma und Satz [I]).
Also erhalten wir (AC)? =1 (mod p) und durch Multiplikation mit B¢ die #quivalente Kongruenz
A? = B? (mod p)ﬁ

Setzen wir nun abschlieBend z := A%, y :== B? und k := n/d, so ergibt sich

A" — B" = (Ad)n/d— (Bd)n/d:xk—yk und x=y#£0 (modp)
mit z, y € Z und positivem ganzen k (vgl. Lemma .
Die Vielfachheit von p in genau solchen Ausdriicken behandelt

Satz 2 (LTE-Lemma). Seien p eine Primzahl, x, y € Z mit x =y #Z 0 (mod p) und sei k eine
positive ganze Zahl. Dann gilt:
1. Firp+#2 ist
vp(a* = y*) = vy(z = y) + vy (k). (5)

2. Fiir p = 2 und ungerades k ist vo(z¥ — y*) = vo(z — y).
3. Fiir p= 2 und gerades k ist
va(a® —y*) = va(a® —y?) + va(k) — L.

Bemerkung. Bevor wir uns dem Beweis des LTE-Lemmas zuwenden, ein paar Kommentare und
Beobachtungen:

o Die wichtigste Formel ist . Sie gilt auch in Fall [2| und sogar in Fall 3| fir x =y = 1
(mod 4) (weil dann vo(x 4+ y) = 1 gilt), also immer bis auf den Sonderfall p = 2, k gerade,
x Zy (mod 4). Die Gliederung in drei Félle soll nur der Verstandlichkeit dienen.

o Wegen = —y | 2% — y* (baw. 2% — y? | 2% — ¢/* fiir gerades k) ist v, (z —y) < v, (zF — )
(bzw. vo(z? —y?) < vo(z¥ — y*) fiir gerades k) nicht verwunderlich. Die zentrale Bedeutung
des LTE-Lemmas ist jedoch, die Differenz der beiden Vielfachheiten exakt bestimmen zu
konnen.

6Die Theorie von Einheitswurzeln ist in diesem Kontext nicht notwendig. Es geniigt bereits, iiber die Ordnung
Bescheid zu wissen.



o Wenn wir z, y und p # 2 fixieren und eine ganze Zahl r > 0 vorgeben, kénnen wir durch
geeignete Wahl von k (z. B. k = p") erreichen, dass sich der Exponent (d. h. die Vielfachheit)
von p in zF — y* gegeniiber dem in  — y um genau r erhdht. Wir kénnen den Exponenten
also nach Belieben ,liften“ — das erklart moglicherweise die Namensherkunftm

o Der héufigste Fehler in der Anwendung des LTE-Lemmas besteht darin, die Bedingung
x =y #£ 0 (mod p) (oder dquivalent: p | x — y und p 1 zy) nicht zu tberprifen — was
aber nach der Ausfiihrung am Anfang des Kapitels offenbar ausschlaggebend ist! Fiir eine
korrekte Losung bitte immer beriicksichtigen!

Wenden wir uns nun dem Beweis von Satz [2]zu: Wir werden erst zwei Spezialfille als Lemmata
zeigen und diese dann zu einem Beweis fiir p # 2 zusammensetzen. Fiir p = 2 werden wir eine
direktere Methode verwenden.

Der erste Spezialfall: Wenn & von p nicht geteilt wird, wenn also v, (k) = 0 gilt, so besagen die
ersten beiden Fille von Satz[2) dass sich die Vielfachheit von p in 2% — y* gegeniiber der in x —y
nicht andert ]

Lemma 2.1. Seien p eine Primzahl, x, y € Z mit x = y £ 0 (mod p) und sei k eine positive
ganze Zahl mit pt k. Dann gilt

vp(a® —y*) = v,z —y).
Beweis. Wegen der Faktorisierung 2% — y* = (z — y) Z?;é 2#~17JyJ und den Rechenregeln fiir
die Vielfachheit ist

vp(z* —y) =Vp(x—y)+vp(§x“jyj), (6)
j=0

und laut Voraussetzung gilt

k—1 k-1 k-1
g1yl = E b0yl = g Pl =k 2t £0 (mod p),
=0 j= =0

weil weder k noch = durch p teilbar ist. Daher ist auch diese Summe nicht durch p teilbar und die
letztgenannte Vielfachheit in @ gleich null, was noch zu zeigen war. O

Der zweite Spezialfall: Fiir p # 2 und k = p liefert die Formel , dass sich die Vielfachheit
von p in ¢ — y beim Ubergang zu «P — P um genau 1 erhoht. Im Beweis von Satz [2| werden wir
dieses Resultat dann iterativ verwenden (mathematisch formal iiber vollstindige Induktion).

Lemma 2.2. Seien p # 2 eine Primzahl und x, y € Z mit x =y #Z 0 (mod p). Dann gilt
vp(e? =) = vp(r —y) + 1.

Beweis. Fur © = y ist die Aussage wahr (beachte: v,(0) = oo) und wir dirfen daher =z # y
voraussetzen. Sei nun ¢ := v, (z — y) € Zso, also z = y + p'r fiir eine ganze Zahl r mit p { r. Aus
dem binomischen Lehrsatz ergibt sich

@ —yP = (y+p'r)P —yP = <z:) (Z;)y”_j(ptr)j> —yr=

-1 .
:nyer SyPTiphr My”*Q(ptr)Q + Kp®t 7}/:

2
t+1 p—1 p 1 p—2,.2 t K 2t—1

"Fiir p = 2 kénnen wir das nicht nach Belieben; bei vorgegebenen x und y kann das schiefgehen. (Gegenbeispiel!)
8Man beachte, dass hier p = 2 keinen Sonderfall darstellt!
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fiir eine ganzzahlige Konstante K, die durch Zusammenfassen der Terme fiir j > 3 entstehtﬂ Aus
p # 2 folgt (p —1)/2 € Z und wegen 2t — 1 > t > 1 sind somit die letzten beiden Ausdriicke
in obiger Klammer durch p teilbare ganze Zahlen; nach Voraussetzung ist das y”~!r aber nicht.
Insgesamt ist der Ausdruck in der Klammer nicht durch p teilbar und die Vielfachheit von p in
xP — yP betrégt damit t + 1 =v,(z —y) + 1. O

Beweis von Satz[4 Zuerst bemerken wir, dass Fall [2] durch Lemma [2.1] bereits bewiesen ist.
Nun sei & = p®K fiir nichtnegative ganze Zahlen o und K mit p t K. Es ist also o = v, (k).
Wegen

aF = yF = P E P = (xpa)K - (y”a)K, pt K und 2 =y?" £0 (mod p)
ist Lemma anwendbar und liefert v, (z% — y*) = v, (27" — y?").
Im Fall p # 2 zeigen wir nun v, (a:pa — ypa) = vp(z — y) + o durch Induktion nach «. Als
Induktionsbasis & = 0 haben wir nichts zu beweisen. Fiir den Induktionsschritt von a auf o + 1
bemerken wir, dass wegen

P ypa+1 = (:Upa)p - (ypa)p und 2P = y”a %0 (mod p)
die Voraussetzungen von Lemma [2.2] erfiillt sind und daher
Vp(xPaJrl _ ypa+1) — Vp(.%'pa _ ypa) 41 = Vp(gj — y) +a+1

aus Lemma 2.2 und der Induktionsannahme folgt.
Es bleibt noch der Fall p =2, o > 1 (also k gerade) abzuhandeln: Die Voraussetzung ist hier,
dass x und y ungerade sind. Wir verwenden die Faktorisierung

xzanyQ :c fy H z? +y

die sich durch fortwiahrende Aufspaltung von 22— y2j+1 = (:c2j)2 - (yzj)z in die Faktoren
¥ —y? und 2?’ +4? fir j =a—1, ..., 1 ergibt. Jeder der Faktoren im Produkt ist die Summe
zweier ungerader Quadratzahlen und damit kongruent zu 2 modulo 4, d. h. es gilt vo (x?] +y21) =1

fiir jedes ganze 1 < j < a — 1. Das ergibt insgesamt
a—1 ) )
a a J J
Vg(x2 —y2 ) :VQ(CCQ*yQ)Jr V2(I2 erz ):V2(132*y2)+0‘*1
j=1

und das war wegen « = va(k) noch zu zeigen. O

Fiir den Fall, dass k& ungerade ist, konnen wir sogar die Vielfachheit in Ausdriicken der Form
2* + y* bestimmen:

Satz 3. Seien p eine Primzahl, x, y € Z mit x = —y £ 0 (mod p) und sei k € Z~o ungerade.
Dann gilt

vp(a* +4*) = vy (2 +y) +vp(k).
Beweis. Setzen wir z = —y € Z, so erhalten wir z = 2z # 0 (mod p), * — z = x + y und
aF — 2k = aF — (—y)* = 2F +-9*, weil k ungerade ist. Die Aussage folgt nun durch Zusammenfassen
der ersten beiden Fille aus Satz [2] fiir  und z. Der dritte Fall kann ndmlich nach Voraussetzung
(k ungerade) nicht eintreten. O

Fiir eine erste Anwendung des LTE-Lemmas zeigen wir ein theoretisches Resultat iiber Primi-
tivwurzeln:

9Die Summe enthilt wegen p > 3 tatséchlich solche Summanden.
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Beispiel. Wir beweisen, dass es modulo 2¢ mit ganzem e > 3 keine Primitivwurzeln geben kann
und dass die Zahl 3 modulo 2¢ die groftmogliche Ordnung 262 besitztm

Sei dazu a eine zu 2°¢ teilerfremde ganze Zahl, d.h. a sei ungerade. Wir wollen die Ordnung
ordae (a) von a modulo 2¢ bestimmen, also die kleinste positive ganze Zahl k mit

A" =1 (mod2°) <= 2°|a" -1 <= " —-1)>e

Die letztgenannte Vielfachheit konnen wir mit dem LTE-Lemma genau bestimmen, nachdem die
Voraussetzung a = 1 # 0 (mod 2) offenbar erfiillt ist.

Fiir ungerades k ist vo(a® — 1¥) = vy(a — 1) laut dem zweiten Fall im LTE-Lemma. Diese
Vielfachheit kann nur dann groer oder gleich e sein, wenn a = 1 (mod 2°) gilt; in diesem Fall ist
die Ordnung aber gleich 1.

Fiir gerades k ergibt sich aus dem dritten Fall im LTE-Lemma, dass

vo(ak — 1) = vo(a® — 1%) = vo(a® — 1) + va(k) — 1 > va(k) + 2, (7)

weil a? — 1 fiir ungerade Zahlen immer zumindest durch 8 = 23 teilbar ist. Fiir k = 272 ist
diese Vielfachheit also fiir ein beliebiges ungerades a € Z sicher grofier oder gleich e. Folglich ist
=1 (mod 2¢) und die Ordnung von a modulo 2¢ ein Teiler von 2¢~2.

Eine Primitivwurzel g modulo 2¢ miisste teilerfremd zu 2¢ sein und ordae (g) = p(2¢) = 2¢7¢
erfiillen. Das kann aber nach dem eben Gezeigten nicht passieren.

Setzen wir aulerdem a = 3 in ein, so gilt wegen 32 — 1 = 8 = 22 das Gleichheitszeichen
in der Abschiitzung; die Ordnung von 3 modulo 2¢ kann also nicht kleiner als 2¢~2 sein (weil der
Zweier zumindest e — 2 Mal in der Primfaktorzerlegung von k auftreten muss).

Aufgabe 2.1. Bestimme die gréfite ganze Zahl n, sodass 2023%0%4 = 1 (mod 2") gilt.

Aufgabe 2.2. Seien a und b positive reelle Zahlen, sodass a™ — b™ fiir alle n € Z~( positive ganze
Zahlen sind. Beweise, dass a und b ganzzahlig sind.

Aufgabe 2.3. Finde alle ganzen Zahlen a, b > 1 mit b | a® — 1.

Aufgabe 2.4 (Osterreich-Polen-Wettbewerb 2003). Eine positive ganze Zahl heifie alpin, wenn
sie 2" 4+ 1 fir eine ungerade ganze Zahl u > 1 teilt. Beweise, dass das Produkt zweier alpiner
Zahlen wieder alpin ist.

Aufgabe 2.5 (Irland 1996). Sei p eine Primzahl und seien a, k positive ganze Zahlen. Beweise,
dass 2P + 3P = a* nur fiir k = 1 gelten kann.

Aufgabe 2.6. Sei k > 1 eine ganze Zahl. Man beweise, dass es unendlich viele positive ganze
Zahlen n mit
n|17l+27l++kn

gibt.

10Damit beweisen wir insbesondere, dass fiir die Carmichael-Funktion \(2¢) = 2672 bei e > 3 gilt.
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3 Kreisteilungspolynome

Wir sind aus Abschnitt [T] ausreichend geriistet, um das Kernthema dieser Arbeit in Angriff zu
nehmen: Kreisteilungspolynome. Nach der Definition folgen einige Resultate zu ihrer Berechnung
und im nichsten Abschnitt werden wir ihre Primteiler (und damit die Form all ihrer Teiler)
untersuchen.

Definition 3.1. Sei n eine positive ganze Zahl. Das Polynom

o, = [] (X -w)eC[X]

wEeP,
heifit das n-te Kreisteilungspolynom.

Bemerkung. Nach Definition ist daher ®,, das normierte Polynom mit komplexen Koeffizienten,
das genau alle primitiven n-ten Einheitswurzeln als Nullstellen hat.

3.1 Berechnung und Eigenschaften

Man beachte in der folgenden Ausfithrung, dass mit dem Symbol d | n konventionsgemi8 ber alle
positiven Teiler d der Zahl n iteriert wird.

Um eine einfache Berechnungsmethode fiir Kreisteilungspolynome zu erhalten, ziehen wir Lem-
ma [[.2] fiir R = C heran: Demzufolge gilt

B, =JP. (8)

d|n

denn jede n-te Einheitswurzel ist auch eine primitive d-te fiir einen positiven Teiler d von n
(das beweist ,C“) und aus d | n folgt, dass jede d-te Einheitswurzel auch eine n-te ist (also gilt
»2%). Zuséatzlich ist die Vereinigung in disjunkt, weil eine komplexe Zahl nach Definition nur
primitive d-te Einheitswurzel fiir hochstens ein d sein kann (siehe auch dazu Lemma . Das

liefert H(X—W):H( H(X_w)>:££¢>d.

weE, dln “w€EPy

Die linke Seite ist ein normiertes Polynom, das genau alle komplexen n-ten Einheitswurzeln als
Nullstellen hat, also X™ — 1. Wir erhalten zusammenfassend

Lemma 3.2. Sein eine positive ganze Zahl. Dann gilt

X"—1
X"—-1= g[ Dy oder dquivalent o, = m. (9)
" d<n

Beispiel. Als Veranschaulichung fiir den vorangegangenen Beweis im Fall n = 12: Sei w := ¢!27/12,

Dann gilt

P12 - {wlaw57w77w11}7 P6 = {w27w10}7 P4 - {w37w9} = {17 _1}7

Py = {w*, w®}, Py = {w} = {-1}, Py ={w} = {1},

wie man leicht mit Proposition [[.5] iberpriift. Die entsprechende Gruppierung liefert

XP-1=[X -w")(X —®)(X —w)(X -] [(X —0?)(X — ']
O = )X = )] - [(X = wh) (X —w®)] - (X =) - (X - )
=P1p- P Dy P3Py - Py
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Beispiel. Wir berechnen @, fiir ganze Zahlen 1 < n < 14 und werden dann alle Zwischenergebnisse
in separaten Resultaten zusammenfassen.
Fiir n = 1 ergibt sich aus P, = {1} direkt ®; = X — 1.
Auch fiir n = 2 kénnen wir direkt @3 = X — (—=1) = X + 1 (aus P, = {—1}) schlieflen, aber
auch Lemma [3.2] heranziehen:
X2-1 X?-1

@ el = :X 1.
2 P, X1 *

Fir n = 3 gilt
X3—-1 X3-1
b — = =X 4+ X +1.
3 o, X1 AT
Wir erkennen hier vielleicht schon ein Muster fir Primzahlen. Hierbei tritt nur der eine Faktor
®; = X — 1 im Nenner von @ auf. Ganz allgemein folgt

Lemma 3.3. Seip eine Primzahl. Dann gilt

XP—1
PTox—1

—XP~l L xP2 ... 41, (10)

Beispiel (Fortsetzung). Mit dieser Formel konnen wir direkt ®o, @3, @5, ®7 und P17 ermitteln.
Wir setzen unsere Berechnungen nun fiir n = 4 und n = 8 fort:

Xt —1 (X211
Dy B; X2-1

X8—-1  X®-1
O, -Dy- Dy X4-—1

b, = X? 4+ 1= 0y(X?)

Py = = X141 =0,(X?) = Dy(X?)

Wir konnten jetzt induktiv ®pe = X2 4+ 1 = ¢2<X2671) fiir positive ganze Zahlen e zeigen,
werden aber in Satz [f] noch ein allgemeineres Resultat herleiten, das nach dem Durchrechnen der
kleinen Félle noch klarer sein wird.

Zuriick also zu den Rechnungen:

X6 -1 (X322 -1 X341 Py(X3)
¢ — — - = = :XQ—X 1 11
07 P Dy B3 By (X3—1) X +1 d, + (11)
X%—1 (X33 -1
Py = = =X0+ X% +1=05X°
9= T, By X5 1 + X7+ 3(X7)
X101 X101 X 41  Dy(X°
Do = _XHL %X v xeixzox g (12)

‘51'¢2'¢5:(X5—1)(X+1)7 X+1 &

Schlieflich gelten noch

X2 X129 X641
By = = = = X' - X741 =06(X°
12 Py - Py - Py - Py - Py (1)4.(X6_1) X241 + 6( )7
X1 X1 XT4+1  ®y(X7)
Hqy = - = = =X -X+...—X+1. (1
YT 0,0, (XT-D(X+1) X1 D, + +1. (13)

Es liegt daher die Vermutung nahe, dass die Berechnung von ®,, durch die Primfaktorzerlegung
von n bestimmt wird. Wir iiberpriifen noch n = 22 - 3 = 18 und erhalten

X1871 Xlel
Pra = -
BTGB Dy By DDy Dy B - (X9 — 1)
X% +1 O (XP)P 41

— = X0 - X341 =a4(X3).
X+D(X2_X+1) X341 1= 06(X)

14



Damit erhértet sich die Vermutung, dass ®,, = ®,,(X?) fiir Primteiler p von n gilt.

Aus , , aber auch aus leiten wir die Vermutung ab, dass ®,, = ©,(X?)/®, fir
Primzahlen p gilt, die keine Primteiler von n sind. Wir werden beide Resultate in Satz [4] beweisen
und sie danach zur rekursiven Berechnung von Kreisteilungspolynomen nutzen.

Tragen wir aber zuerst noch einige andere Beobachtungen zusammen:

o Alle Polynome ®,, fiir 1 < n < 14 sind normiert und haben ganzzahlige Koeffizienten, sogar
nur solche aus {—1,0,1}.

o Es gilt deg(®,,) = ¢(n) (worauf wahrscheinlich auch die Namensgebung zuriickzufiithren ist).
o Bis auf n = 1 ist der konstante Koeffizient von ®,, immer 1.

o @, ist fiir n > 1 selbstreziprok[T]

o Fiir ungerade ganze Zahlen 3 <u <7 gilt ®9,, = &,(—X). (siehe , und )

Abgesehen vom ersten Punkt gelten diese Beobachtungen fiir alle ganzen Zahlen n > 0 bzw. alle
ungeraden Zahlen u > 3. Das erste Gegenbeispiel, dass Koeflizienten vom Betrag grofier als 1
auftreten, stellt ®;o5 dar, dessen Koeffizient bei X7 gleich —2 ist. Wir erhalten

Proposition 3.4 (Eigenschaften von Kreisteilungspolynomen). Sei n eine positive ganze Zahl.
Dann gelten folgende Aussagen:

(a) @, € Z[X], d. h. ®,, ist ein normiertes Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten
(b) deg(®,) = o(n)

(c) ®,(0) =1 firn>1

(d) ®,, ist fiir n > 1 selbstreziprok

(e) ®,(x) >0 fiir n > 3 und alle reellen Zahlen x

Bemerkung. Beweise zu Kreisteilungspolynomen kénnen oft auf zweierlei Arten gefiihrt werden:
einerseits induktiv unter Verwendung der Produktdarstellung aus Lemma [3.2] andererseits direkt
durch Beweis von Eigenschaften der primitiven n-ten Einheitswurzeln unter Berufung auf Defi-
nition [3.I} Wir werden im Folgenden beiden Beweisarten begegnen und es erweist sich als gute

Ubung, bei und [3.4}(d)| jeweils auch die andere Beweisvariante auszuprobieren.

Beweis. Den Beweis von [3.4ll(a)|fithren wir {iber vollstdndige Induktion. Die Induktionsbasis bildet
®; = X — 1. Fir den Induktionsschritt setzen wir die Giiltigkeit von [3.4l(a)| fir alle positiven
ganzen Zahlen kleiner als n voraus und zeigen die Aussage fur nE Dazu ziehen wir Lemma
heran: Es ist X™ — 1 = &, - p, wobei p das Polynom im Nenner von @[) bezeichnet, das nach
Induktionsvoraussetzung normiert ist und ganzzahlige Koeffizienten besitzt. Division von X™ — 1
durch p mit Rest iiber Z[X] liefert eindeutige Polynome ¢, r € Z[X] mit X™ —1=¢-p+ r und
deg(r) < deg(p). Der Vergleich der Leitkoeffizienten garantiert, dass ¢ normiert ist. Wir kénnen
diese Division mit Rest aber auch in C[X] auffassen; dann liefert die Eindeutigkeit » = 0 und
q = ®,, € Z[X]. Auch die Normiertheit tibertrégt sich von ¢ auf ®,, und beschlieBt die Induktion.

Aus Definition . und Proposition folgt direkt deg(®,) = |P.| = ¢(n), also [3.4}|(b)|

Eigenschaft [3.4]l(c)| zeigen wir ebenfalls induktiv und bemerken zuerst, dass ®;(0) = —1 gilt.
Die Induktionsbasis ist durch ®2(0) = 0+ 1 = 1 gegeben. Fiir den Induktionsschritt < n — n
greifen wir wieder auf @ zuriick und erhalten

2,(0)- 11 dn ®q(0)  (=1)-1

11Ein Polynom p = ZZ:O arpX* € C[X] mit ag # 0 heiflt selbstreziprok, wenn ay_y, = ay, fiir alle ganzen Zahlen
0 < k < d oder dquivalent p = X% - p(1/X) gilt.

12Tm Folgenden werden wir fiir diese Variante der vollstindigen Induktion kurz < n — n im Induktionsschritt
schreiben.
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wie gewlinscht.

Zur Abwechslung zeigen wir [3.4ll(d)| direkt. Wegen w € P, <= w™! € P, gilt

e g, ()1() x0TI <)1( _w> ~ T 0 -wx)

weP, weP,
= I [cox—w] = JT0-w) [T x-w
wePp wePp weP,

=,(0)- [T (X -¢) =,

cePy

wobei die letzte Gleichheit [3.4][(c)] (und damit n > 1) verwendet.

Fir den Beweis von (e)| gruppieren wir P, in Paare konjugiert komplexer Zahlen. Da keine
reellen primitiven n-ten Einheitswurzeln fiir n > 3 existieren, ist das auch moglich. (Beachte auch
we€ P, = wl=we P,.) Jedes dieser Paare entspricht einem von ((n)/2 Faktoren

(z —w)(z —w) =2 —2Re(w)z + 1= (z — Re(w))2 + 1 — Re(w)?
von ®,,(z), die wegen Re(w)? < 1 alle positiv sind. Multiplikation ergibt ®,,(x) > 0. O

Aus @,, € Z[X] erhalten wir in Kombination mit Lemma ein Resultat, das wir im weiteren
Verlauf fiir die Teilbarkeit bendtigen werden:

Korollar 3.5. Sein eine positive ganze Zahl, d < n ein Teiler von n und k := n/d. Dann gilt

k—1
Xn—1 :
| g = § :(Xd)ﬂ =14+ X4 (XD i Z[X].
Jj=0

Bemerkung. Der Zusatz ,in Z[X]“ bedeutet, dass das Quotientenpolynom (X" —1)/[(X?—1)®,,]
ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten ist.

Beachte auflerdem, dass die rechte Seite bereits im Beweis des LTE-Lemmas, genauer in Lem-
ma [2.1] eine wichtige Rolle gespielt hat.

Beweis. Es bezeichne hier T'(x) die Menge aller positiven Teiler einer ganzen Zahl z. Nach Lem-
ma[3.2]ist X" —1 das Produkt der Polynome ®, fiir t € T(n). Da T'(d) C T'(n) und n € T(n)\T'(d)
(wegen d < n) gelten, ist ®,, ein Teiler von

N
=

P X1 (XDF_1 ,
H (I)t:HteT()q)t:Xd 1:(Xd) — = (X%
teT(n)\T(d) l_[tGT(d) t - -

Il
=

J

in Z[X] (denn alle ®, fiir ¢ | n haben ganzzahlige Koeffizienten). Hierbei folgt die letzte Gleichung

aus der Formel fiir die endliche geometrische Reihe. O
Als Néachstes wenden wir uns einer Variante der Gleichung @D mit ,,+* statt ,—“ zu, die in
weiterer Folge auch die oben vermutete Identitét beweist.
Proposition 3.6. Sei u > 3 eine ungerade ganze Zahl. Dann gelten
X4+ 1=][[®a  und (14)
dlu
Dy, = 0, (—X). (15)
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Beweis. Aufgrund der Faktorisierung

Xt 41=

X2 1 _ Ht|2uq)t o 1—[(1>

- - t
Xu —1 Ht\u (Pt t2u
tu

miissen wir nur mehr die positiven Teiler ¢ von 2u bestimmen, die nicht u selbst teilen. Schreiben
wir t = 2°d fiir einen Teiler d von v und e € {0, 1}, so ist ¢ { u dquivalent zu e = 1, also erstreckt
sich das Produkt in obiger Faktorisierung genau tiber alle ®o4 fiir d | u. Das beweist .

Fir gehen wir wieder induktiv vor, bemerken aber zuvor ®o(—X) = —X +1 = —®;.
Die Induktionsbasis fiir u = 3 ergibt sich durch Kombination der Gleichungen und . Der
Induktionsschritt < v — w beruht auf der eben bewiesenen Faktorisierung :

(X" + D)0y (=X) = (P2 [[ Poa- P2u) - Pu(—X)
d

1<d<u

01 (=X)] - J] @a(—X) Bu(—X) - Py
d|
1<d<u

= —[[2a(—X) - @2

d|u
= —[(=X)" = 1] - By = (X" +1) - By,

wobei in der zweiten Zeile die Induktionsvoraussetzung (jeder Teiler einer ungeraden Zahl ist
selbst ungerade!) und in der letzten Zeile Lemma herangezogen wurde. Kiirzen von X" + 1
beendet die Induktion. O

SchlieBlich zeigen wir, wie oben angekiindigt, die rekursiven Formeln zur Berechnung von @ p
aus der Primfaktorzerlegung von NV:

Satz 4. Sei n eine positive ganze Zahl und p eine Primzahl. Dann gilt

$.(XP),  fallsp|n,
(I)pn =
D, (XP)/®,, fallsptn.

Beweis. Beip{nist @, - ®,, = D, (X?) zu zeigen. Da alle auftretenden Polynome X?™ —1 teilen
und dieses Polynom nur einfache Nullstellen besitzt, gilt selbiges auch fiir dessen Faktoren. Die
Menge der Nullstellen der linken Seite ist P, U Py, die der rechten Seite besteht aus allen z € C,
fur die 27 € P, gilt. Es bleibt folglich (w € P, V w € P,,) <= wP € P, fir komplexe Zahlen w
zu beweisen, denn dann haben die beiden normierten Polynome auf der linken und rechten Seite
dieselben einfachen Nullstellen und stimmen somit iiberein.

Sei zuerst w € P,, also ord(w) = n. Lemma liefert ord(wP) = n/gegT(n,p) = n, also
auch w? € P,. Sei als Néchstes w € P,,. Dann ergibt sich aus Lemma @ in gleicher Manier
ord(wP) = np/ ggT(np,p) = n und das beweist ,—*.

Sei umgekehrt w € C mit w? € P,. Nach Definition gilt wiederum w?™ = (wP)™ = 1, also
w € E,. Daher existiert die Ordnung d = ord(w) und erfiillt n = ord(w?) = d/ggT(d,p). Die
beiden Méglichkeiten ggT(d,p) € {1,p} fihren auf d = n bzw. d = pn, was fir ,<=* noch zu
zeigen war und den Beweis fiir den Fall p { n beschliefit.

Betrachten wir nun den Fall p | n, in dem wir noch ®,, = ®,(X?) nachweisen miissen.
Analog zum ersten Fall geniigt es zu zeigen, dass die Mengen der Nullstellen iibereinstimmen,
d-h.weP, < wePkh,.

Aus w € P, ergibt Lemma wieder ord(wP) = pn/ ggT(pn,p) = n, also ,=—* Umgekehrt
schlieflen wir wie im ersten Fall, dass w € E,, und daher die Ordnung d := ord(w) existiert und
n = ord(w?) = d/ggT(d,p) erfiillt. Insbesondere folgt p | n | d und daher ggT(d,p) = p. Wir
erhalten also n = d/p <= d =pn < w € P,,, was schliefllich auch ,,<=* beweist. O
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Korollar 3.7. Sei n eine positive ganze Zahl und p eine Primzahl mit p ¥ n. Fir alle positiven
ganzen Zahlen e gilt dann
®, (XP")

Beweis. Wir fithren den Beweis mittels vollstdndiger Induktion nach e. Aus dem zweiten Fall in
Satz[4] folgt die Induktionsbasis e = 1. Im Induktionsschritt e — e+ 1 erhalten wir aus dem ersten
Fall in Satz [l und der Induktionsvoraussetzung somit

I . RN G
Ppetin = Ppen (XT) = <I>n<(Xp)pe_l> N P, (XP°) 7

wie gewiinscht. O

Zum Abschluss geben wir noch Grélenabschétzungen fiir die Werte der Kreisteilungspolynome
fiir reelle Zahlen gréfer als 1, die wir spater noch brauchen werden.

Lemma 3.8. Sei n eine positive ganze Zahl und x > 1 eine reelle Zahl. Dann gilt
(z —1)¢™ < @, () < (z+1)°", (16)

wobei Gleichheit in der linken Ungleichung genau fir n = 1 (und x > 1 beliebig) und in der
rechten genau fir n =2 (und x > 1 beliebig) eintritt.

Beweis. Fir n = 1 gilt diese Ungleichungskette mit Gleichheit bei der linken Ungleichung. Sei
also von nun an n > 1. Aus ergibt sich

2 — w|® = |z]> + 2Re(z(—w)) + |w|* = 2> — 2Re(@)z + 1
fir alle w € P, woraus wegen Re(w) = Re(w) € [—1, 1] nach Quadratergénzung und Wurzelzichen
r—1<|z—w| <z+1

fir alle w € P, folgt, mit Gleichheit genau fiir w = 1 in der linken Ungleichung und w = —1
in der rechten. (Man tiberzeuge sich auch geometrisch davon!) Wegen |®,(z)] = ®,(x) nach
Proposition [3.4ll(e)| liefert Multiplikation aller dieser Ungleichungen genau . Gleichheit tritt
genau dann ein, wenn sie fiir alle Faktoren eintritt, was bei der linken Ungleichung nur fiir n =1
und bei der rechten genau fiir n = 2 geschieht. O

Aufgabe 3.1. Zeige n = Zd‘n ©(d) in Hinblick auf die Zerlegung in .

Aufgabe 3.2. Uberpriife die bekannte Formel fiir (n) mittels Gradiiberlegungen in Propositi-
on [l

Aufgabe 3.3. Bestimme ®,,(1) fiir alle positiven ganzen Zahlen n.
Aufgabe 3.4 (Osterreich-Polen-Wettbewerb 2004). Bestimme alle positiven ganzen Zahlen n,
sodass n'? + n® + 1 eine Primzahl ist.

3.2 Teilbarkeit und Primteiler

Nach der ausfithrlichen Einfithrung zu Kreisteilungspolynomen im letzten Unterabschnitt sammeln
wir zundchst einige naheliegende Folgerungen.

Lemma 3.9. Sein eine positive ganze Zahl, p eine Primzahl und a € Z. Weiters sei d < n ein
positiver Teiler von n und k :=n/d. Dann gelten folgende Aussagen:

(a) ®n(a) teilt die Zahl 3-5—)(ady = (a®)* '+ - +a? + 1.
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(b) Aus n = ordy,(a) folgt p | ®,(a).

Bemerkung. Schreiben wir « fiir die Restklasse von @ modulo p, so besagt |3.9}(b)|genau ®,,(a) = 0
dass also jede primitive n-te Einheitswurzel « in Z/pZ eine Nullstelle von ®,, (in Z/pZ) istH
Ruft man sich Definition in Erinnerung, kénnte man auf die Analogie hoffen, dass auch die
umgekehrte Schlussfolgerung, jede Nullstelle von ®,, in Z/pZ sei eine primitive n-te Einheitswurzel
in Z/pZ, zutrifft. Wir werden nach dem Beweis des Lemmas (mit Einschrénkungen an n) auf dieses
Ziel hinarbeiten.

Beweis. Aussage [3.9l(a)] ergibt sich durch Einsetzen von a € Z in Korollar
ZuB.9(b)k Aus n = ord,(a) folgt p [ a™ — 1 =[]}, Px(a), also gibt es einen positiven Teiler
k von n mit p | ®x(a). Allerdings wiirde k¥ < n auch p | ®x(a) | a* — 1, d.h. a* = 1 (mod p)

ergeben, im Widerspruch zur Definition der Ordnung. Es gilt doch k =n und p | ®,(a). O

An die Bemerkung ankniipfend, besagt die Definition der Kreisteilungspolynome fiir komplexe
Zahlen w gerade

O, (w)=0 = w ist eine primitive n-te Einheitswurzel. (17)

Das eben bewiesene Lemma [3.9)f(b)| zeigt, dass ,,<=* auch fiir Restklassen w € Z/pZ giiltig bleibt.
Auf ,,=—* kénnen wir ohne Einschrinkungen nicht hoffen, zum Beispiel ist ®¢(2) = 22 —2+1 = 3,
also ®¢(2) = 0 (modulo 3), obwohl 2 eine zweite, und keine primitive sechste Einheitswurzel
modulo 3 ist. Allerdings unterscheiden sich 2 und 6 nur um den Faktor 3, also eine Potenz der in
Frage stehenden Primzahl. Tatséchlich gilt

Lemma 3.10. Sei n eine positive ganze Zahl, p eine Primzahl und a € 7. Ist p ein Primteiler
von ®,,(a), so auch von @, (a).

Beweis. Aus Satz [ folgt p | @, (a) | D, (aP) (in beiden Féllen). Da aber laut dem kleinen Satz
von Fermat a? = a (mod p) gilt, erhalten wir ®,,(a) = ®,(a?) = 0 (mod p) oder &quivalent
p| ®n(a). O

Mit dieser Vorbereitung konnen wir daher bei p | ®,,(a) durch sukzessives Herausdividieren
von p aus n annehmen, dass p kein Primteiler von n ist, und erhalten dann folgendes Analogon

zu in Z/pZ:

Proposition 3.11. Sei n eine positive ganze Zahl, p eine Primzahl und a € Z. Genau dann ist
die Restklasse von a modulo p eine primitive n-te Einheitswurzel in Z/pZ, wenn sie eine Nullstelle
von ®,, modulo p ist und p{n gilt; in Formeln: ord,(a) =n < (p| ®n(a) A pin).

Beweis. Geméf3 Satz [I] und den Rechenregeln fiir Kongruenzen miissen wir tatséchlich nur die
im Satz angefiihrte Formel zeigen. Hierbei erhalten wir bei ,—“ aus Lemma [3.9}f(b)| bereits
p | ®,,(a). Wire nun n durch p teilbar, ergébe sich geméas Lemma auch p | ®,/,(a) | a™P—1,
also a™? =1 (mod p), im Widerspruch zu ord,(a) = n.

Zu ,<—=*: Wegen p | ®,,(a) | a™ — 1 existiert die Ordnung d := ord,(a) und ist ein Teiler von n.
Wiire d < n, so ergébe sich fiir k := n/d mittels Lemmal3.9l(a)|aus p | ®,(a) | (a®)* 14 +ad+1
auch

0=(@) 1+ +al+1=1"14...414+1=Fk (modp),

also p | k | n, im Widerspruch zur Annahme. Somit gilt ord,(a) = d = n. O

Man beachte hier die Ahnlichkeit zum Beweis von Lemma Konnten wir a? # 1 vor-
aussetzen, ware sogar das LTE-Lemma anwendbar gewesen. Um aber auch a = 1 und a = —1
miteinzubeziehen, haben wir den Beweis quasi wiederholt.

13Beachte zur Richtigkeit dieser Gleichung, dass das Einsetzen von Restklassen in Polynome p € Z[X] mit ganz-
zahligen Koeffizienten wegen a = b (mod m) = p(a) = p(b) (mod m) fir a, b, m € Z tatséchlich wohldefiniert
ist.
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Unter einem anderen Gesichtspunkt betrachtet: Falls wir eine positive ganze Zahl n und a € Z
gegeben haben und eine Primzahl p mit ord,(a) = n suchen, kénnen wir jeden Primteiler der
ganzen Zahl @, (a) dafiir heranziehen. In diesem Fall ist n nach Definition die kleinste positive
ganze Zahl, fir die a™ — 1 durch p teilbar ist. Diese Situation wird im folgenden Abschnitt [4] (in
einer leicht allgemeineren Situation) von zentraler Bedeutung sein, siehe Definition

Aus Proposition folgt unmittelbar

Korollar 3.12. Sei n eine positive ganze Zahl und a € Z. Jeder Primteiler p von ®,(a) erfillt
entweder p | n oder p=1 (mod n).

Beweis. Im Fall p t n sind die Voraussetzungen von Proposition erfilllt und wir erhalten
ordy(a) =n. Aus ord,(a) | ¢(p) ergibt sichn|p—1 <= p=1 (mod n). O

Eine weitere erstaunliche Folgerung lisst sich mittels Proposition tiber gemeinsame Teiler
von Werten der Kreisteilungspolynome treffen:

Korollar 3.13. Seien n < N positive ganze Zahlen und a € Z. Ist p ein gemeinsamer Primteiler
von ®,(a) und Oy (a), so ist N/n eine Potenz von p.

Beweis. Schreibe n = p®m und N = pPM fiir nichtnegative ganze Zahlen e, E, m und M mit
ptm und p { M. Durch mehrmalige Anwendung von Lemma erhalten wir p | ®,,(a) und
p | ®ar(a). Aus Proposition folgt daher m = ord,(a) = M und somit ist N/n = pF~¢ eine
Potenz von p. O

Wir kommen schliellich zum Hauptresultat, das die bisherigen Ergebnisse zusammenfasst und
zusétzlich auch eine Aussage iiber die Vielfachheit von Primteilern trifft:

Satz 5. Seien n eine positive ganze Zahl, p eine Primzahl mit p { n und a € Z. Weiters sei
N = p°n fiir eine positive ganze Zahl e.
Ist p ein Primteiler der Zahl ®n(a), so folgt

p| ®,(a), ordy(a) =n und p=1 (mod n).
Bis auf den Fall p= N = 2 gilt aufferdem p* { ®x(a), also Vp(q)N(a)) =1.

Bemerkung. Fir p = N = 2 ist 2 ein Primteiler von a + 1, also a eine ungerade Zahl und wir
konnen keine Aussagen iiber vo(a + 1) treffen. Dieser Spezialfall ist auch derjenige, der beim
LTE-Lemma die Fallunterscheidung notwendig gemacht hat (bei ¢ =3 (mod 4) miissen wir ja die
allgemeinere Formel verwenden).

Beachte auch, dass wir iiber v, (®,(a)) nichts aussagen (kénnen). Im Fall n = 1 wird das
besonders evident und n = 1 stellt hier keinen Sonderfall dar, beispielsweise gilt auch ®3(22) =
222 +22 +1 =507 = 3- 132, also 13% | ®3(22).

Beweis. Die abgesetzte Formel ist eine Kombination von Lemma (in e-maliger Anwendung)
und Proposition (zusammen mit der Folgerung n = ord,(a) | ¢(p) = p —1). Zu zeigen bleibt
also nur p? { @ (a) fiir (p, N) # (2,2).

Dazu schreiben wir d :== N/p = p®~'n. Gemifi Lemma gilt p | Dy (a) | E?;S (a?)l.

Fiir a = 1 hat diese Summe den Wert p und p? { ®x(a) ist offensichtlich.

Fiir p = 2 muss zunéchst zum Erfiillen der Voraussetzung p | ®n(a) auch 2 =p =1 (mod n)
gelten, was nur fiir n = 1 eintreten kann. Folglich ist N = 2° > 2 eine Zweierpotenz. Fiir N # 2
ist daher d = 2°~! ebenfalls gerade und wir erhalten 1 + a? = 2 (mod 4) fiir die oben genannte
Summe, was wiederum 22 t @y (a) impliziert.

Es bleibt noch der Fall a? # 1 und p # 2 zu behandeln. Hier kénnen wir die Summe als
endliche geometrische Reihe berechnen und erhalten

szp;—_ll = Vp((I)N(a)) < VP(ilj__ll) = Vp((ad)p — 1p) — Vp(ad —1).

Wegen ord,(a) = n | d gilt aber a? = 1 # 0 (mod p). Die letztgenannte Vielfachheit vereinfacht
sich laut dem LTE-Lemma (Satz[2) aber zu v,(p) = 1 und somit gilt auch hier p? { ®y(a). O

CIJN(a)
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Wir demonstrieren die Verwendung der eben bewiesenen Resultate an einem

Beispiel. Wir bestimmen alle Primzahlen p, sodass 22 + 2 + 1 = py Losungen x, y € Z besitzt.
Variante 1 (ohne Kreisteilungspolynome): Fir p = 2 ist das offenbar nicht moglich, fir p = 3
liefert x = y = 1 eine Losung. Wir setzen ab sofort p > 3 voraus. Dann ist die gegebene Gleichung
zu 4py = 42’ +4x+4 = (20+1)?+3 dquivalent, insbesondere gilt (22+1)%2 = —3 (mod p), folglich
ist —3 ein quadratischer Rest modulo p. Aus dem quadratischen Reziprozititsgesetz erhalten wir

(-G -orm = ()-()

was genau fiir p =1 (mod 3) stimmt. Ist umgekehrt p =1 (mod 3), so kénnen wir geméaf obiger
Rechnung ein a € Z mit a®> = —3 (mod p) finden. Mit a erfiillt auch a+p (mit von a verschiedener
Paritéit) diese Kongruenz, daher gibt es jedenfalls eine ungerade ganze Zahl u mit p | u? + 3. Da
u? + 3 durch 4 teilbar ist und p ungerade, folgt 4p | u? + 3. Schreiben wir z := (u — 1)/2 und
y = (u? + 3)/4p, haben wir die gewiinschten ganzzahligen Losungen gefunden.

Variante 2: Rufen wir uns ®3 = X2 + X + 1 in Erinnerung, wollen wir also alle méglichen
Primteiler p von ®3(x) fiir ganze Zahlen = bestimmen. Korollar liefert p | 3 oder p = 1
(mod 3). Der Fall p | 3, also p = 3, wird wie oben durch x = y = 1 abgedeckt. Fiir den Fall
p =1 (mod 3) miissen wir hingegen laut Lemma nur eine ganze Zahl x mit ord,(x) = 3
finden. Fiir eine Primitivwurzel w modulo p liefert aber die Zahl 2z = w(®~1)/3 ein solches Beispiel,
denn z! # 1 # 22 (mod p) wegen 1 < % < @ < p—1 = ord,(w) nach Definiton einer
Primitivwurzel, aber 2* = w?~! =1 (mod p), dementsprechend gilt ord,(z) = 3.

Aufgabe 3.5 (OMO ZWF 2010). Sei

2010
f(n) = an =14 n4+... 4+ n2010
k=0

Zeige fiir jede ganze Zahl m mit 2 < m < 2010, dass es keine nichtnegative ganze Zahl n gibt, fiir
die f(n) durch m teilbar ist.

Aufgabe 3.6 (Bulgarien TST). Bestimme alle positiven ganzen Zahlen m und n, fiir die n ein
Teiler von 1+ m3" +m?3" ist.

Aufgabe 3.7 (IMO-Shortlist 2006). Bestimme alle z, y € Z mit x # 1, die der Gleichung

geniigen.

Aufgabe 3.8 (IMO 2003). Sei p eine Primzahl. Beweise, dass es eine Primzahl ¢ gibt, sodass
nP — p fir keine ganze Zahl n durch ¢ teilbar ist.
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4 Der Satz von Zsigmondy

Nach der profunden Einfithrung zu Teilbarkeit bei Kreisteilungspolynomen kénnen wir schliellich
den folgenden Satz von Zsigmondy mit relativ wenig Aufwand beweisen.

Satz 6 (Zsigmondy). Seien a > b > 0 und n > 1 ganze Zahlen mit ggT(a,b) = 1. Dann gibt es
einen Primteiler von a™ —b", der keine der Zahlen a* —V* fiir k € {1,...,n— 1} teilt, bis auf die
Ausnahmen

o 26— 16 ynd

2

o a? —b%, wenn a + b eine Zweierpotenz ist.

Primzahlen mit der im Satz beschriebenen Eigenschaft erhalten eine (historisch gewachsene)
Bezeichnung.

Definition 4.1. Seien @ > b > 0 und n > 1 ganze Zahlen mit ggT(a,b) = 1. Eine Primzahl p
heifle primitiver Primteiler fir (a,b) der Ordnung n, falls p | a® — b, aber p { a¥ — b¥ fiir alle
ke{l,...,n—1} gilt.

Bemerkung. Zu dieser Definitionen scheinen mehrere Bemerkungen angebracht:

1. Wenn a und b als bekannt vorausgesetzt werden kénnen, sprechen wir einfach von primitiven
Primteilern der Ordnung n.

2. Die in der Literatur iibliche Bezeichnung primitiver Primteiler von a™ —b™ hat den Nachteil,
dass sie nur eine Zahl, aber nicht a, b oder n spezifiziert. So ist beispielsweise 3 ein primitiver
Primteiler von (8,1) der Ordnung 2, denn 3 | 8% — 1 = 63, aber nicht primitiver Primteiler
von (4,1) der Ordnung 3, denn 3 | 4! — 1, obwohl 43 — 1 = 63 = 82 — 1 dieselbe Zahl

spezifiziert. Wir werden daher immer zumindest auch die Ordnung anfithren.

Um die allgemeine Variante von Satz[0]fiir a™ —b™ statt nur fiir a” —1 zu erhalten, beschéftigen
wir uns erst mit einer Methode, die aus Polynomen in einer Variablen homogene Polynome in zwei
Variablen erzeugt.

4.1 Homogenisierung von Polynomen

Wir werden im Verlauf dieses Kapitels vor allem mit Polynomen in zwei Variablen rechnen, die
folgende Definition ist aber auch fiir Polynome mit mehr als zwei Variablen sinnvoll.

Definition 4.2. Ein Polynom heifit homogen vom Grad d > 0, falls (nach Zusammenfassen aller
Terme) sémtliche auftretenden Monome denselben Grad d besitzen.

Beispiel. In C[X], also fiir Polynome mit komplexen Koeffizienten in einer Variablen, sind nur die
Monome a - X™ fiir a € C, n € Z>¢ homogen (vom Grad n).

Fiir zwei Variablen X, Y gibt es mehrere Moglichkeiten fiir Monome, so sind zum Beispiel die
Polynome 4X3+5X2Y —2Y3 X2+iY? und 7. XY 2°2% homogen (jeweils vom Grad 3, 2 bzw. 2024;
das letzte Polynom ist iiberhaupt ein Monom). Nicht homogen sind X2 +1 oder X2Y +Y3 — Y2

Fiir univariate Polynome vom Grad d kénnen wir durch ,,Auffillen* der auftretenden Monome
mit der neuen Polynomvariable auf Grad d ein homogenes Polynom vom Grad d in zwei Variablen
erzeugen. Da wir dieses Homogenisieren nur in einer Variablen bendtigen, geben wir die Definition
auch nur fiir diesen Fall an.

Definition 4.3. Sei 0 # f € C[X] ein univariates Polynom mit komplexen Koeffizienten, schreibe
f= EZ:O cx X* mit ¢y # 0. Die Homogenisierung ®f € C[X,Y] von f ist dann gegeben durch

d d X k X
h kv d—k d d
= E c XY =Y“*. E cr| — =Y“. — .
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Beispiel. Zum Beispiel ist die Homogenisierung von 4X3 + 7X — 5 gleich 4X3 + 7XY?2 — 5Y3.
Fiir ganze Zahlen n > 0 gilt weiters

hxm —1)=x"-yn.

Nachdem wir in Abschnitt [3] das Polynom X" — 1 so griindlich untersucht haben, kénnen
wir viele Resultate dariiber auch auf zwei Variablen iibertragen. Homogene Polynome in zwei
Variablen verhalten sich nidmlich in vielen Belangen sehr dhnlich wie die zugehorigen Polynome
in einer Variablen (die man durch Setzen von Y = 1 zuriickerhélt). Von zentraler Bedeutung fiir
unsere Untersuchungen sind daher die homogenisierten Kreisteilungspolynome.

Lemma 4.4. Sein > 0 eine ganze Zahl und p eine Primzahl. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) Ist 0 # f € C[X,Y] ein homogenes Polynom vom Grad d, so gilt f(tz,ty) =t - f(z,y) fir
alle komplexen Zahlen x, y und t.

(ii) X"~ Y™ =]y, ",
(iii) P ®, € Z[X,Y], d. h. die Koeffizienten von "®,, sind alle ganzzahlig

(iv) Es gilt
. {hmxp,w), falls p | n,
<I>,m =

L”Séiyp), fallsptn.

(v) Fiir ganze Zahlen a > b > 0 gilt (a — b)¥"™) < '®, (a,b) < (a+ b)?™ mit Gleichheit in der
linken Ungleichung genau fiir n = 1 und in der rechten genau fir n = 2.

Beweis. Ad Schreibe f = E?:o ¢; XY 477 fiir komplexe Zahlen co, ..., ¢g. Dann folgt

d d
th flay) =Y ealy® It = e () (ty) 7 = f(ta, ty).
j=0 j=0

iii)| rithrt daher, dass ®,, und hg  dieselben Koeffizienten besitzen und diese nach

Aussage @

Proposition [3.4]](a)] simtlich ganzzahlig sind.
Die Aussagen [4.4lI(i1)} [4.4}(iv)[ und [4.4}(v)| ergeben sich durch Einsetzen der Definition von
Homogenisierung in die jeweiligen Aussagen in Lemma [3.2] Satz [4 und Lemma [3.8] O

Aufgabe 4.1 (MEMO 2011). Seien A und B disjunkte nichtleere Mengen, fir die AU B =
{1,2,3,...,10} gilt. Zeige, dass es Elemente a € A und b € B gibt, sodass die Zahl a® + ab? + b3
durch 11 teilbar ist.

4.2 Beweis des Satzes

Mit dieser Vorbereitung sind wir schlielich in der Lage, den Satz [6] von Zsigmondy zu zeigen.

Beweis von Satz[@ Seien a > b > 0 teilerfremde ganze Zahlen, n > 1 und p ein beliebiger
Primteiler von o™ — b™. Bei p | b folgte p | (™ — b"™) 4+ b™, also p | " = p | a, im Widerspruch
zu ggT(a,b) = 1. Daher sind p und b auch teilerfremd und es folgt die Existenz einer ganzen Zahl
¢ > 0 mit be =1 (mod p). (Beachte, dass die Restklasse von ¢ von p abhéngt.) In dieser Situation
formulieren wir nachstehend ein Lemma, bei dem wir insbesondere auf die Aquivalenz von

und [4.5ll(iv)| abzielen.

Lemma 4.5. Genau dann teilt p die Zahl "®,(a,b), wenn sie ®,(ac) teilt.
Zudem sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) p ist ein primitiver Primteiler fir (a,b) der Ordnung n.
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(i) p ist ein primitiver Primteiler fir (ac,1) der Ordnung n.
(iii) Es gilt ord,(ac) = n.
(iv) Es gilt p | 2®,,(a,b) und p{n.

Beweis von Lemma[].5 Aus den Unterpunkten [(i)] und von Lemma folgt zusammen mit
den Rechenregeln fiir Kongruenzen

", (a,b) - c?™ =D, (ac,be) = P®, (ac, 1) = B, (ac) (mod p), (18)

was wegen p { ¢ die erste Aussage beweist.

Zu den dquivalenten Aussagen: Definitionsgeméf bedeutet [4.5)|(i)| genau a™ = b™ (mod p) und
a® # b* (mod p) fiir ganze 1 < k < n, was nach Multiplikation mit ¢ bzw. c¢* zu (ac)” = 1
(mod p) und (ac)® # 1 (mod p) fiir ganze 1 < k < n, d.h. zu ii)| &quivalent ist. Diese Aussage
bedeutet aber nach Definition offenbar auch ord,(ac) = n, also [4.5 Laut Proposition
heifit aber nichts anderes als p | ®,,(ac) und p { n, was wegen der zuerst gezeigten Aussage
p| ®,(ac) <= p|"®,(a,b) die noch offene Aquivalenz von [4.5l(iii)| und [4.5[(iv)| nachweist. [

Bemerkung. Da die Restklasse von ¢ invers zu der von b modulo p ist, stellt auch die erste
Aussage bei Beachtung von "®,,(a,b) = ¥ . &, (ab~") keine groBe Uberraschung dar. Was wir
hier nachgerechnet haben, ist die Vertriiglichkeit des Ubergangs dieser Gleichung von Q auf Z/pZ,
was der Teilerfremdheit von p und b geschuldet ist.

Fortsetzung des Beweises von Satz[6] Wir nehmen im Folgenden an, dass es keinen primitiven
Primteiler (fiir (a,b)) der Ordnung n gibt. Mit der Negation von Lemma [4.5] folgt nun, dass jeder
Primteiler von "®,,(a, b) (der wegen *®,,(a,b) | a® —b" die Voraussetzungen fiir das Lemma erfiillt)
auch ein Primteiler von n sein muss. Zu zeigen bleibt, dass eine der Ausnahmen in Satz [0] eintritt.

Sei p der kleinste Primteiler von "®,,(a,b). Dieser existiert wegen "®,,(a,b) > (a — b)¥™) > 1
gemafl Lemma fiir n > 1. Unsere Annahme bedingt p | n, schreibe also n = p©d fiir positive
ganze Zahlen e und d mit p { d. Aus Lemma[4.5|erhalten wir p | ®,(ac), und aus Satz[5| (mit N :==n
und n = d) dann d = ordp(ac) | p — 1 insbesondere d < p. Gébe es einen weiteren Primteiler
q # p von ®,, (a,b), so hieBe das q | n = p°d, folglich ¢ | d und ¢ < d < p, im Widerspruch zur
Minimalitét von p. Also muss "®,,(a, b) eine Potenz von p sein.

Sei v = v, ("®,(a,b)) > 1 und ¢ > 0 am Anfang des Beweises so gewilhlt, dass bc = 1
(mod p?). Dann gilt Kongruenz (18] sogar modulo p?. Somit teilt p¥ neben "®,,(a, b) auch ®,,(ac)
und die Vielfachheitsaussage in Satz [5| liefert fiir (p,n) # (2,2) daher v = 1.

Behandeln wir gleich den Fall p = n = 2: Falls "®5(a,b) = a + b einen ungeraden Primteiler r
besitzt, so ist dieser wegen a —b = 2a # 0 (mod r) kein Teiler von a —b und folglich ein primitiver
Primteiler fir (a,b) der Ordnung 2. Die einzige Ausnahme stellt bei n = 2 also der Fall dar, dass
a + b eine Zweierpotenz ist, was tatséchlich eintreten kann (und als zweite Ausnahme in Satz |§|
angefiihrt ist).

Fiir (p,n) # (2,2) gilt "®,,(a,b) = p, wobei n = p°d mit d < p. Zum Abschluss des Beweises
werden wir zeigen, dass in diesem Fall p = 3, e = 1 und d = 2 gelten muss (was der ersten
Ausnahme in Satz @entspricht). Aus Lemmafolgt p="®,(a,b) > (a—b)¥"™ > (a—b)P~1.
Wiére a — b > 2, so erhielten wir unter Verwendung des binomischen Lehrsatzes den Widerspruch

-1 -1

Folglich gilt a — b = 1, a und b haben unterschiedliche Paritdt und p ist als Teiler von a™ — b"
ungerade. Wiare e > 2, so ergébe sich aus Lemma [4.4]l(iv)| (mit n/p an Stelle von n) und dem
binomischen Lehrsatz der Widerspruch

p="0,(a,b) =2, ,,(a",b") > (a — bP)P"/P) > qP — P = (1 +b)P — bP > 1+ pb > p.
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Daher ergibt sich e = 1 und somit n = pd mit d < p. Aus [4.4l(iv)[ und {4.4}f(v)| folgt

p="0 (a,b) = D, (aP, bP) > (aP — bP)#(@) o aP — bP _ (1+0b)P —bP - (14 b)P — b
e hq)d(ay b) o (a + b)tp(d) ~ a+b 26+ 1 - 3D )
wobei sich die mittlere Ungleichung aus “Z;lgp — (a*b)(ap71+;z:;2b+-~+b”’1) S al’—;:::ll;p—l > 1

ergibt. Laut dem binomischen Lehrsatz gilt weiter

-1
Grvp =3 (P)0F > ot (V)02 2 pos =1y 2RHD),
2 \k 2)” = 2 2

was insgesamt

1+b)P —0P 1
pZ(Jrg)b >p(p;) = 6>p+1

bedingt. Da p ungerade ist, bleibt daher nur p = 3 iibrig. Wegen d < p sind die einzigen Moglich-
keiten fiir n = pd nur n = 3 und n = 6.

Im Fall n = 3 ist 3 = p = "®3(a,b) = a® + ab + b? wegen a > b > 0 unmdglich. Der Fall n = 6
hingegen liefert 3 = 1®g(a,b) = a? — ab + b? = a(a — b) +b? = (1 +b) + b? und die einzige, noch
mogliche Ausnahme a = 2, b = 1, was den Beweis beschliefit. O

Tatséchlich existiert laut Lemma [4.5| wegen 3 = B®g(2,1) kein primitiver Primteiler fiir (2, 1)
der Ordnung 6, was man auch leicht ohne Theorie nachpriift: Bei 26 — 16 = 63 = 32 - 7 kommt 3
bereits in 22 — 12 und 7 in 23 — 12 vor.

Wir stellen auch eine Variante von Satz [f] fiir Summen vor, die sich leicht aus dem eben
bewiesenen Resultat ergibt:

Korollar 4.6. Seien a > b > 0 und n > 1 ganze Zahlen mit ggT(a,b) = 1. Dann g¢ibl es einen
Primteiler von a™ +b", der keine der Zahlen a* +bF fir k € {1,...,n—1} teilt, aufer bei 23 +13.

Beweis. Sei p ein primitiver Primteiler fiir (a, b) der Ordnung 2n, der laut dem Satz@von Zsigmon-
dy bis auf n = 3 immer existiert. (Beachte, dass die zweite Ausnahme wegen n > 1 nicht eintritt.)
Dann gilt p | a®™ —b*" = (a™ +b")(a™ —b"), aber p{ a™ —b", also p | a" +b". Fiir k € {1,...,n—1}
ist jedoch keine der Zahlen a* 4 b* durch p teilbar, weil sonst auch p | (a¥ —b)(a* +b¥) = a?¥ —p?*
gelten wiirde, im Widerspruch dazu, dass p primitiver Primteiler der Ordnung 2n ist. O

Wir demonstrieren die Anwendung von Zsigmondys Satz an einem

Beispiel. Finde alle positiven ganzen Zahlen a, n und k mit n > 1 und 3* — 1 = a”™.

Betrachtung modulo 3 liefert a” = —1 (mod 3) und da —1 kein quadratischer Rest modulo 3
ist, muss n ungerade sein. Dann ergibt a+1 | a® +1 = 3%, dass a+1 > 1 selbst eine Dreierpotenz
ist, insbesondere 3 | a! + 11. Ist (a,n) # (2,3), so liegt hier keine Ausnahme zu Korollar |4.6] vor
und es gibt einen Primteiler von a™ + 1, der insbesondere nicht a + 1 teilt, im Widerspruch zu
a” 4+ 1= 3% Der Fall (a,n) = (2,3) liefert die einzige Losung mit k = 2.

Aufgabe 4.2 (IMO-Shortlist 2002). Sei N eine positive ganze Zahl, die das Produkt von r
Primzahlen ist, die alle gréfer als 3 sind. Zeige, dass 2V + 1 mindestens 4" Teiler besitzt.

Aufgabe 4.3 (Ruménien TST 1994). Zeige, dass die Folge (3" — 2"),,>1 keine geometrische
Teilfolge der Lénge > 3 hat.

Aufgabe 4.4 (Italien TST 2003). Bestimme alle Tripel (a, b, p) positiver ganzer Zahlen, fiir die
p prim ist und die 2% + p® = 19¢ erfiillen.

Aufgabe 4.5 (Polen). Seien p # ¢ zwei ungerade Primzahlen. Beweise: 2P? —1 besitzt mindestens
drei verschiedene Primteiler.

Aufgabe 4.6 (Example 2 in [5]). Bestimme alle nichtnegativen ganzen Zahlen m und n, sodass
3™ — 5" eine Quadratzahl ist.
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Aufgabe 4.7 (Problem 1 in [5]). Bestimme alle ganzen Zahlen z, y und z mit 22009 4 42909 = 77,

Aufgabe 4.8 (IMO Shortlist 2000). Finde alle Tripel (a, m,n) positiver ganzer Zahlen, sodass
a™ + 1 die Zahl (a + 1)™ teilt.

Aufgabe 4.9 (Japan 2011). Finde alle Quintupel (a,n,p, g, r) positiver ganzer Zahlen, die der
folgenden Gleichung geniigen:

a®—1=(a? —1)(a? - 1)(a" — 1)

Zur Entstehung

Die Idee zur allgemeinen Fassung von Abschnitt [1]ist bei der Lektiire von §54 in [6] entstan-
den, unter anderem findet man {ibrigens dort in §59 auch einen Beweis zur Irreduzibilitdt der
Kreisteilungspolynome in Q[X]. Einen elementareren findet man in [3, Theorem 4.17].

Abschnitt [2] ist fast génzlich [I] nachempfunden, ein wenig ausfiihrlicher, vielleicht sogar in
noch einprigsamerer Form.

Der wohl umfangreichste Abschnitt [3] ist zunéchst durch die Datei [2] motiviert worden, au-
Berdem haben einige Ubungsaufgaben aus [6, §54] die Propositionen bereichert. Die Darstellung
weicht jedoch ein wenig von der in [2] ab, obwohl die Hauptresultate dorther stammen.

Die Hauptreferenz fiir den abschlieBenden Abschnitt [4] stellt [4] dar, auch wenn der Beweis
durch die zuvor bewiesenen Resultate wesentlich gekiirzt werden konnte. Es ist zu hoffen, dass
die Beweisstruktur von der abgeédnderten Notation und der Kiirzung profitiert hat.

Die Aufgaben stammen aus verschiedensten Aufgabensammlungen, im letzten Abschnitt [4]
sind die meisten aus [5] entnommen, wo auch noch einige andere zu finden sind.
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